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Onorata e lodevole impresa è il procurare colle sue proprie 
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Vice 'Presidente della Repubblica 



Itaiianà 



f^econdo Euripide in materia di scien:ie 
e d* ingegfKTo nulla , o cosa di grande 
inportan^a converrebbe donare : Pure al' 
lontanandomi da questa sentenza ho pre^ 
ferito presentarvi questo mio qualunque 
siasi lavoro y piuttosto che comparire al 

vostro cospetto con le man vote • 

Voi 



Voi avete appre^^ato le scien(e e le 
arti come Cittadino Privato , ed avete 
dato loro così la gararnj^ia del favore , 
che esse sperano da Voi come Supremo 
Magistrato della nostra Repubblica . 

Ricevete dunque , Vi prego Cittadina 
Vice'Presidente y sotto il vostro Patrocinio 
quest^ opera , destinata in parte alV uso 

% 

della mia Scuola di Matematica sublime^ 



Vivete felice per 
questo Paese . 



Voi e per il ben^ di 



• • ■ • 

Dall^ Università di Pavia j. Luglio 
1802. an, 7. 



k^ 



Vincenzio Brunacci 
Prof, di Màt. Suhlime; 
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opo le prime operazioni che Y Algebra ha di 
comune con T Aritmetica^ dopo quelle che for- 
inàno il calcolo elementare delF equazioni , tut- 
ta la Sci^za Matematica può -considerarsi divisa 
in varj rami d' Analisi , in ciascunoj dei quali ri- 
guardandosi le quantità sotto diversi rapporti , vi 
si contengono anche diverse proprietà delle mede- 
sime • Per ognuno HTquestl jami di scienza si 
danno i principj , che devono servirli di fondamen- 
to , e se ne formano così le varie parti distinte^ 
che conpongono la massa della scienza analitica. 

Questi princip)) queste considerazioni essendo di- 
verse pef ciascun ramo d^ analisi ^ ne segue che 
ognuno viene per cosi dire a formare una scien» 
A parte 9 distinta ajfTatto dalle altre; Un nistero 
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si sparga ^pra i fondameati della matematica , <s^ 
sendo difficile a concepire come i Geometri ab» 
biano immaginato di considerare le quantità sotto 
tali 9 e tali altri rapporti ; Un denso velo rico* 
pre i priiicipj della scienza; con difficoltà si co- 
nosce r estensione , che essa ha , e nulla si può 
congetturare sopra quella , che è per ricevere • Ci 
manca una guida che ci diriga, e non si fanno 
che passi incerti verso la perfezione della scienza 
medesima . Ma tutti questi rami .d' analisi potreb- 
bero eglino derivarsi da un principio comune, da 
nna veduta generale di considerare le quantità , di 
snodo che essi non di^Terissero fra di loro , che nel 
particola rizzare lo stesso generale principio? Questa 
unità di origine una volta riconosciuta, quei cal- 
coli , che sembrano più diversi , il calcolo differen- 
ziale per esempio , e quello degli esponenti , si 
troverebbero così imparentati fra loro, perchè riu- 
niti sotto VQO stesso punto di vista: Le sparse 
Teorie essendo in questa guisa richiamate ad una 
unica sorgente , la matematica acquisterebbe un 
grado di semplicità ed una generalità, di cui noa 
si è avuto fin* ora alcuna idea; e ciò che interessa 

ancora 
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ancora più, si travèderebbero i progressi ^ che «ssa 
è per fare • . . 

: Dì questo stato ^ cui utile anzi necessario sareb- 
be ricond arpe .r analisi, non se ne è mai tanto 
*sentito il^ bisogno quanto ai nostri giorni • Non 
vi è Geóinetra che non faccia conoscere la necesT 
sita, di riunire i diversi metodi, che si hanno per 
calcolare le quantità , i quali formano tal massa 
di scienza da scoraggire chiunque ne intijaprenda 
lo studio; e non ostante altro non si è fatto &ti 
torà che combinarne i risultati, che dedurli uno 
dair altro , piuttosto che ricercare quel principio 
comune che li lega tutti , e da cui tutti dipen» 

dono . 

^ Ecco il soggetto di questo mio lavoro* Io mi 
propongo di dim(>sirare -che tutti i diversi rami 
della matematica si dedlicono direttamente da un 
solo e semplice principio generale , e che ciascuno 
di essi non nasce in conseguenza che dal rendere 
particolare in una determinata maniera il prindpio 
medesimo • Questo principio una volta stabilito 
si hanno i veri fondamenti di un calcolo generale 
d* analisi , che comprende in se tutti i rami di 

scienza 
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scienza conosciuti, ed una infinità di^ altri, che 
è in facoltà dei Geometri di dedurne. 

Egli è yerò che gettati i fondamenti della scienza 
analitica nella suddivisata maniera , converrà per 
così dire fare una specie di rivoluzione nella Ma- 
tematica per la maniera di trattarla:. Ma perchè 
ciò non potrebbe egli farsi? Ha. fatto felicemente 
la sua rivoluzione la Chimica , V ha fatto la Fisica j 
e se in alcuna di queste si è dovuto riformare per 
fino i principjj nella Matematica almeno le verità^ 
che gli servono di base, sono inconcusse, e tutto 
si ridurrà. alla maniera di considerarle e di espri- 
merle . 

Io mi lusingo che questo scritto possa meritar 
r attenzione dei Geometri ^ l'oggetto che mi sono 
proposto è interessante , e se io non sono giunto 
ad adempirlo , potrà qualche altro Geometra , non 
giudicandolo indegno delle ^ue ricerche ^ trattairlo 
con più successo di me « 

Ma diamo fin di qui un^ idea generale di uà 
tal principio e della natura del di lui sviluppo « 

Tutto lo scopo della Matematica è il determi*- 
nare le proprietà delle quantità considerate sotto 

di- 
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òrvttsì rapporti , per quindi servirsi di queste 
propirietà medesime liella soluzione dei problemi : 
Co»r quando dal calcolo degF infinitesimi si de- 
duce che una quantità ;» i di cui elementi siano 
tali, che T aumento d'alcuni porti il decrescimento 
di altri, arriva al ^o maximum allorché la dif- 
ferenziale di essai^ètoìullai non si dà egli alFAr- 
chit^ttp 'Geometra Ja scorta sicura, la quale nella 
formazione di una macchina composta lo guiderà 
per determinafe i vetti e le ruote, per esempio, di 
cui vuol formarla , onde l'attrito che da queste 
ne risulta, e che è tutto a scapito della forza 
motrice, in tal rapporto si ritrovi col vantaggio 
che da quei vetti , e da quelle ruote la potenza 
ritrae, che T effetto della macchina sia il maggiore 
di tutti quelli, che si possono ottenere con uà 
prescritto dispendio ? 

Per rintracciare le proprietà di una quantità 
bisogna pure averne alcun altra, perchè serven-* 
doli di rapporto si possa fare il paragone fra di 
loro ; ma se una quantità è sola come stabilire 
questo rapporto ^ cqme fare questo paragone ? 
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vili D 1$ e OR SO: 

Il medesimo principio che guida i* Filosofi nelle 
diverse sciente Fisiche e Morali a rintracciare- 
delle verità f^ può guidare ì Geometri nella ricerca 
delle verità Matematiche» Questo consiste nel tro- 
vare per una qualunque quantità proposta alle no* 
stre ricerche in essa stessa i mezzi di rapporto -: 
A questo fine serve consideraila in diversi stati 
derivati V uno dair altro , e 'quindi paragonare 
questi stati fra loro* 

Cosi data una quantità qaalunque , se da essa 
se ne deriva un^ altra , da questa una terza con la 
stessa legge, dalla terza una quarta e così via 
discorrendo, esaminando i rapporti che questi stati 
successivi della primitiva quantità hanno con la 
medesima , si perverrà a scoprirne la di lei na^ 
tura (fl) . 

A |i ■ 



(«) Il sommo Geometra La-Gkakge nella sua Opera delle 
funzioni Analitiche ( pag. a. §. 4. ) parlando della dipendenza ^ 
che hanno i coeflicjenti nello sviluppo di /(^H-i) in serie 
secondo le potenze di i dalla funzione /(x), soggiunge: 
CeUi manière de deduire S une fonctìon donnée d^ autres foncthns 

m 

dérivies et dipendant essentiellement de la fonction primitive , es^ 
de la plus grande import ance dans FAn alise • 
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A questo principio generale io dò il nome di 
principio di derivazione ; esso esporto in tutta 
la sua generalità forma il fondamento di un cai-" 
colo generale , che io chiamo Analisi derivata (a) , 

** nella 



Questa espressione contiene Tidea del principio di deriva* 
zidffe; ma sembra che il gran Geometra non lo abbia consi-* 
derato che per servire di base al calcolo differenziale ,. mentre 
proseguendo dice = La formation et le calcili de ces differente» 
foncttons sont à proprement parler le véritable objet des nouveanx 
calculs , c*est-*À dire dn calcul appelé différentiel , ou fluxionael • 

(a) Arbogàst Professore di Matematica a Strasbourg ha pub« 
blicato nel i8oo. un* interessante opera mti.tolata= Valcul des de* 
rivatiom = Per. quanto il titolo della mia sia simile a questo , 
pure credo di potere asserire francamente , che esse sono beo^ 
diverse fra loro. Egli considera invero le quantità come deri- 
vanti Tuna dall'altra, ma «sso non ha dedotto da questa consi-, 
aerazione che delie regole per lo sviluppo in serie delle fun- 
zìoni di polinomi di un qualunque numero di termini , e per 
-estendere là Teoria generale delle serie» 

La letfura delle prime otto pagine del mìo libro , basterà 
per rhf conosce P Opera d* Arbógast , a provare la verità, di 
quanto io ho asserito • Neil' Opera che si pubblicherà in 
conrit'uazione della presente» si troverà un articolo che tratterà 
di qu^'sto calcolo delle derivazioni, considerato come an ram« 
«deir Analisi derivata • 



X DISCORSO 

nella quale tutta è contenuta la Scienza Mate* 
natica. Questo calcolo può avere una infinità di 
rami, infinite di numero essendo le leggi , che sì 
possono immaginare per derivare una quantità da 
un* altfa , e tutti i calcoli fin' ora conosciuti non 
sono che alcuni di questi infiniti rami d'Analisi 
Derivata ': Essi non differiscono che nella legge 
di derivazione , la quale lega i diversi stati defìe 
quantità fira di loro. Ciascuno di loro è tutto ap- 
poggiato a quella legge, a quella operazione par<^ 
ticolare che gli serve di base, v 

Neir Analisi Derivata si deve primieramente con- 
siderare la quantità o fiinzione principale da cui 
si derivano le altre, che io chiamo fiinzione -De- 
rivatrìce; la legge di derivazione, o queir opera- 
zione per la quale si deriva una quantità dall 

altra; ed in fine le successive quantità derivate 
ottenute per la ripetizione deir operazione di de- 
rivazione, alle quali dò il nome di derivate pri-^ 
ma , seconda , ec. ovvero di primo , secondo , ec. 
ordine, per esprimere la distanza per dir così dal- 
la derivatrice. 

Questo 
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Questo calcolo, ha du^ rami : Nel primo si 
passa dalla quantità derivatrice alle sue derivate^ 
e questo può chiamarsi Analisi Derivata diretta; 
nel secondo da esse si ritorna alla derivatrice , 
e questo può chiamarsi Analisi Derivata inversa. 
Proposta una quantità come derivatrice appartiene 
air Analisi diretta a determinare la derivata di 
qualunque ordine f e data una quantità come de- 
rivata di un certo ordine appartiene alF inversa il 
ricercarne la derivatrice; Fino di qui adunque si 
vede che il calcolo diretto potrà avere delle re«« 
gole generali per passare in qualunque caso dalla 
derivatrice alla derivata, ma non si avranno eguale 
mente regole generali per ritornare dalle quantità ^ 
che si considerano derivate di un certo ordine ^ 
alle di loro derivatrici, quando le quantità pro- 
poste non siano derivate esatte • Avremo luogo 
di ritornare sopra questo punto • 

Ma per applicare il ragionamento ad alcun^ 
esempio^ per il quale non vi sia bisogno di detta- 
glio, di calcolo, prendiamo a considerare le Pro-- 
gressionì Geometriche e Aritmetiche • 

♦^ 2 Prese 
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Presa una -quantità quafunque per la funzione 
«lerivatrice se si stabilisce per legge di derivazio- 
lìe che a questa derivatrice s'aggiunga un^ altra 
data quantità, per avere una certa somma; che a 
questa prima somma s'aggiunga dì nuovo la quan- 
tità, che si era aggiunta alla derivatrice, per avere 
tma seconda somma, e si ripeta Tistessa opera- 
zione per avere una terza somma e così di se- 
guito, otterremo una serie di quantità derivate 
ima dair altra , conosciuta sotto il nome di Pro- 
gressione Aritmetica: E se quella legge ci prescri- 
ve un prodótto invece di una somma, s'ottiene la 
formola generale della Progressione Geometrica ; 
Così questi due rami d'analisi sono dedotti dal- 
lo stesso principio generale di derivazione, reso 
particolare per ciascuno di essi nel modo sud- 
detto. 

Premesse queste* generali nozioni sopra la natura 
dell' Analisi derivata , venghiamo a qualche più pre- 
ciso dettaglio • 

Per comodo d'edizione ho diviso il mio lavoro 
in due parti. Quella, che ora comparisce alla 
luce, porta per titolo Analisi Derivata, e l'altra 

che 
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che comparirà ìa seguito , sarà intitolata <ontinua^ 
\ione delV AnaVCsi Derivata . 

In questa prima Opera io do i principj fonda* 
mentali delf Analisi Derivata , dai . quali risultano 
due interessanti e generali Teorìe, cioè la Teorìa 
degli immaginari , e quella dell' interpolazione delle 
serie ; In seguito espongo la Teorìa delle Progressioni 
Aritmetiche; quella degli Esponenti; quella delle 
Progressioni Gecmetrìce ; là Teorìa delle Frazioni 
continue^ quella delle Facoltà Numeriche; il Cal- 
colo delle Differenze finite; la Teorìa delle Fun- 
zioni Analitiche; ed il Calcolo DijfFerenziale ed In- 
tegrale* In tutti questi diversa! rami d' Analisi , stati 
fin^ora considerati sotto diversi punti di vista ^ ho 
adoperato un algoritmo, un linguaggio uniforme^ 
un medesimo sviluppo 9 e quello che è più inte- 
ressante , lo stesso principio diversamente modifi- 
cato; così a parer mio converrebbe completamente 
trattare la scienza matematica ; e se qualche picco- 
lo svantaggio può incontrarsi nel dedurre da idee 
un poco astratte i principj jdelle elementari Teo- 
rìe delle Progressioni, degli Esponenti^ ec» sia- 
mo ad usura riconpensati di potere da quelle stes-^ 

se 
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se ricavare i fondameati dei calcoli più sublimi, 
ì cui nomi sono ordinariamente di spavento e di 
ribrezzo alla Gióventii , che allo Studio della Ma- 
tematica s'appiglia. Tutto il ribrezzo^ finirà ^ quan- 
do neir Analisi sublime non si dovranno concepire 
altre idee , quando non s^ incontreranno cKe dei 
ragionamenti e delle espressioni simili a quelle^ di 
cui si fa uso nelle più elementari ricerche. Mio 
scopo non era di dare un completo trattato dt 
Matematica; per questa nei diversi rami d^ Analisi 
altro non ho fatto che basarne i fondamenti sopra 
ì prìncipj d'Analisi derivata, trovarne i principali 
Teoremi, che v'appartengono, ed avanzarmi tant' 
oltre da giiipgefe a quel punto, d'onde ri prose*: 
guimento per l'estensione dei medesimi si €à indi-« 
pendentemente dai fondamenti suddettr, o fimane 
lo stesso comutique qivesti siano presentati ^ 

La premura di rendere famigliare in Italia la 
Teorìa delle Funzioni Analitiche Opera dell' im- 
mortale La«Gran&e, e di avere un testo in italia- 
no per le mie pubbliche lezioni, mi ha determinato 
a trattarla con qualche estensione , e parimente 
con qualche estensione ad esporre i priucpj del 

cai- 
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calcolo dijOTeresziale €d integrale dalla stessa Teorìa 
ricavati # . ,,. 

Ho cercato di spiegare i veri significati che de-r 
Tono darsi ai rapporti ed alle espressioni difFeren-^ 
ziali, come pure alle difFerenzìazioni degli ordini 
superiori i ma T algoritmo , ed il linguaggio cor^ 
rispondente di cui si fa uso ^ essendo inesatto ^ 
male si può ottenere un tale inteàto ; anzi io 
penso che non arriveremo a presentare il calcolo 
difFerenziale ed integrale sotto il suo vero punto 
di vista 9 se non abbandonando interamente l' or- 
dinario algoritmo, sostituendovi quello delle Fun« 
zioni Analitiche , o alcun^ altro che meglio cor- 
risponda ai nuovi rigorosi prindpj^ 

Finche un' epoca così utile per la Matematica 
giunga 9 faremo uso della Teorìa delle Funzioni 
Analitiche, come hanno fatto fin^ ora ì Geometri 
di quella dei limiti , per stabilire sopra di ess» V e^ 
difizio del calcolo sublime • 

V indice dettagliato di ciò che si contiene in 
quest' Opera , mi dispensa dal trattenermi di più 
a parlarne i e perciò che riguarda la Conti-- 
nua\ìone delt Analisi Derivata ec. che si pub- 
bli^ 
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blicherà ia seguito , il di lei indice che si unisce 
a quello della presente opera, metterà i lettori a 
portata delle materie, che vi devono essere trat- 
tate . 
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DELLE MATERIE 

Còntetfute nel Corso di quest^ Opera • 
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iscorso Preliminare. 
. -Art. 1. Principi Fondamentali dell* Annessi Derivata «^ • Cosa 
^'mtcada per derivate e derivatrici pag. i — • ^^gg^ di de« 
rivftzione e sua general divisione^ z — • Teorema generale 
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L calcolo cui do il: nomtà^ Analisi Derivata ^ compttnit tvAXk 
1* Analisi matematica : Per essa il calcolo differenziale e il caL 
colo delle progressioni non sono che branche di scienza dira« 
mate dallo stesso principio 9 da cui si deducono ancora tutte 
le altre branche d' analisi conosciute , ed una infinità di altre 
se ne possono dedurre a volontà del Geometra • 

Il principio fondamentale di una tale analisi è il considera* 
re una quantità qualunque semplice o composta in diversi stati 
. dipendenti uno dall' altro per una medesima legge ; e il suo 
principale oggetto è di rintracciare le proprietà di questa me« 
desima quantità in rapporto ai suoi differenti stati , per quindi 
fare uso di queste stesse proprietà nella soluzione dei problemi; 
Ma tenghiamo un più preciso linguaggio • 

$• i« Se y rappresenta una quantità qualunque semplice o 
composta , cui do il nome di quantità Derivatrice , e se si 
suppone di fare sopra di es$a una tale operazione in modo 
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che essa dopo averla subita » divenga una nuova quantità du 
pendente da y , che si rappresenterà per ày , questa seconda 
quantità si può chiamare una quantità derivata da y in virtii 
di quella operazione , x^he noi consideriamo indicata per d . 

Se ora trattando ày come y, si deriva da dy con la medesi« 
ma operazione un' altra quantità d ( //jv ) , che possiamo indi- 
care per d^y , si avrà una seconda quantità derivata da dy co- 
me quesu da ^ ; e cosi se ne avrà una terza una quarta i ec« » 
di modo che secondo questo principio la seguente serie 
y, dy^ ^^y» ^*y> .... d^y ci rappresenta col suo 
primo termine la quantità # dalla quale si deducono tutte le 
altre 9 e che abbiam chiamato funzione derìvatrice; col suo se- 
tondo termine , la derivata prima o di primo ordine ; col 
suo terzo la derivata seconda o di secondo ordine ec. ec e col 
suo ( m-Hi ) esimo la derivata emmesima di y* 

$. ^. La legge di derivazione, la quale ci prescrive TopeS 
razione che deve Carsi per dedurre o derivare una quantità 
da un* altra , potendo essere qualunque, non si può in conse* 
guenza trattare di questo calcolo che nelle sue applicazioni, 
selle quali sia individuata questa legge medesima; non ostante 
ci sarà utilissimo considerare nella legge di derivazione due casi. 

L^ Può la legge di derivazione essere tale, che ogni deri^ 
vata ottenuta, diventi la derìvatrice perla derivata successiva , 
senza avere alcun riguardo alla prima quantità, dalla quale tutte 
]e altre si deducono 9 e che si può considerare come la base 
del sistema* 

n.^ Può la legge «di derivazione essere tale , che nel pas*. 
sare da una derivata all' altra , deva sempre aversi riguardo 
alla derìvatrice base del sistema , perchè obbligata nella stessa 
operazione di derivazione . 

Di 
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'^ Di qui ìiMCi^aoilo due qUsai fgctaerali divistemi di deriva*»^ 
»«nievi qwli.JkvWooO'^tlJiPrjp^ppfi^^^ c|istiptc uno dall' altro. 
Ma pitoraandOidìconiider^C^; ili principio . gener^ijc delle de- 
jrivaziooi è facilerjQoncrepireifher analisi cgi dà origine preso 
in tutu la jsua: iesteni ione »^ è p^r dir cQt3Ì,in^ta , poiché essa 
Jia tante. braftchcpattieftlari, <mantc sona I^ operazioni che si 
possono, imoiagiiiarer ifidjieate da ^,Je quali sono air arbitrio 
del Gaometrtt ^ f^ ^j^pòt in^nite di numero ... 

S« 3. L' Analisi derivata adunque abbraccia in generale quai 
lunque ramo d* analisi, che si raggiri sopra la maniera di dCi) 
f^ufre una. quantità da; :iuil altra, e sul determinare le di lei 
fproprietà'i -Così la Teoria deg^' esponenti ; Quella delle pro« 
gressioni ; La Teoria delle frazioni continue ; 11 calcolo del. 
3e dìff^ffjDzc finite ; Quello .delle funzioni analitiche» sul quale 
è basato.il calcolo differenziale, e il calcolo delle variazioni; 
La Teorìa delle serie i La Teoria delle facoltà numeriche , e 
moìù altri rami^d' analisi non conosciuti sotto denominazioni 
.distinte e particolari , formano tante parti d' analisi derivata 9 
e dipendono dallo stesso principio: di modo che tutta la 
Matematica si può considerare come compresa in questo 
Calcolo generale ^ il quale ci mostra in conseguenza e Te* 
stenzione che ha h scienza analitica, e. quella che può acquu 
stare . 

$, 4« L' Analisi derivata ha due parti . Tutto ciò che si è 
detto fin ora appartiene alla prima parte, che si chiama Ana^ 
Usi derivata ^retta^ perchè e* insegna a passare dalla derivatrice 
alle sue derivate: V altra parte si chiama Analisi derivata in* 
versa ^ e a questa appartiene tutto ciò, che ha rjipporto a ri* 
tornare da uaa proposta derivata alla sua derivatrice • Trovare 
la derivatrice di una quantità z considerata come una derli 
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vata deir ordine n , vuol dire trovare quell* quantità x i to^ 
pra la quale eseguita n Vohe V operazione di derivazione » tor^ 
ni per risultato z. Come per indicare una funzione derivata 
si fa uso del segno minuscolo d^ così per indicare Tcpej 
razione inversa per la ^uale si- dsale dalla* derivata alla derw 
vatrice, si farà osò del segno fnajuscoIo^-D; Per indicare adua< 
que la derivatrice» di cui z sii la derivutaf etnmesima 9 si scri« 
vera D"^z n la quale rappresenterà quella quantità» che derip 
vata m volte rende z ; per ciò . 

dT'lfz =«. 

Se 2 è una derivata emmesiroa di ^^ cioè zss ^y , s' avrà 
jynjmy _. y g_ d^D'^y , che è un teorema fondamentale delf 
analisi derivata : _ 

La derivatrìce della derivata dello stesso ordlm di iòu^^^^pianà 
ittà è sempre eguale alla derivata della derivatrìce détló stesso 
ordine y appartenente alla stessa quantità. .' * 

§. 5. Nella derivata qualunque jì'V dell' ordine », l* indice 
7/ ci dice quante volte si è ripetuta T operazione d! derivai 
zione sopra Ja derivatrice ^ . Se si aggiunge una unità ad n 
s'avrà d^^^^y^ che saA una dcrivata'^uti^óidine maggiore «4ì 
una unità, o una quantità la quale' avtà subito una operazione 
di derivazione di più di d^y . Egualmente d^'^^y ci indicherà 
una quantità, che ha subito una operazione di derivazione 
di meno di d^y ^ o che dopo aver -subito n operazioni di deriw 
vazione , ha subito un* operazione contraria , la quale distrbg. 
gendo Cloche aveva fatto T ultima, l'ha ridotta à nbn essere li 
risultato che di «—ti operazioni fatte sopra la derivatrice y. 

Nella serie y 9 dy y d^y , d^y , te. 
si passa da un termine air altro verso la destra , facendo 
sul uno l'operazione di derivazione, che 91 rappresenta con 

Vau. 
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V aumento dell' unità neir ìndice ^ e %i coma dji uà termìae 
all' altro verso la sioisftra, facendo un' operazione opposta alla 
prima I o che distrugga ciò che quest' ultima ha fatto, il che 
si rappresenta col diminuire di una unità T indice • 

L'indice o e' indicherà nessuna operazione fatta sopra la 
derivatrice, per il che restando essa ìnalcerau si ha 

Infatti nella citata serie dà una derivata qualunque si giunge 
al primo termine , quando sopra di essa si fanno tante operaj 
zioni inverse, quante essa ne conteneva delle dirette | ciò che 
si rappresenta col diminuire Y indice di una quantità eguale ad 
esso medesimo • 

Sr 6 • Ma cosa indicheranno le derivate ad Iodici negativi ? 

La derivata deU' indice — i di una quantità y^ cioè d^^y^ 
deve essere a riguardo di y o di d^y ^ ciò che è questa a ri« 
guardo di dy^. esprimerà dunque d'^^y quella quantità , sopra 
la quale eseguendo T operazione di derivazione , che faceva 
passare y ai divenire dy^ fapcia rpassare /T^'y ad essere y. 

La derivata d^^y saràriguardo a d^'y^ ciò che è questa ri- 
guardo ad -y /ovvero ciò che è y riguardo a dy^ e cosi di 
seguito: Le derivate adunque ad indice negativo s* otteranno 
per una operazione inversa a quella # per la quale si ottengo^ 
no le derivate ad ìndice positivo : Così per ottenere d^^y do* 
vremo fare sopra y uria operazione inversa a quella, che si 
faceva per ottenere dy : Intendendo per operazione inversa , 
una operazione, che porti per d^^y un tal risultato , sopra cui 
eseguita l'operazione diretta di derivazione, s'ottenga la stes^ 
sa y di nuovo . 

In alcuni sistemi le derivate ad indice negativo sono la 

stessa cosa che le derìvatrici, cioè d^'^y = D"y. 

Acca*' 
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Accade ciò ìci quei sister^i , nei quali U legge di derivaiio. 
ne apparciene al caso esprea^o $• a i N.** i. Al eoa tra rio le 
derìvatrici sono ben diverse dalle derivate ad indice negativo 
in quei sistemi , la cui legge di derivazione è contenuta nel 
caso $. 2 , N.<^ 2. 

Vedremo chiaramente tutto questo nelle diverse branche di 
calcolo, che ci proponghiamo di esaminare. 

Le derivate adunque ad indice negativo sono i termini della 
serie formata dalie derivate ad indice positivo, prolungata in^ 
dietro» di modo che in gen.erale la serie sarà 
^""V, ^bf d-^y, JT'y. dy, d^y, d^y, d^y,.... 

S* 7* Una unità dell* indice ci segna una operazione di dcri^ 
vazionc da eseguirsi; conserveremo l'analogia se per un indice 
che sia una frazione della unuà^noi indicheremo una corrispon4 
dente porzione d'operazione di derivazione da eseguirsi; Così 
d^ y ci indicherà che sopra y dobbiamo fare un mezzo d* o^ 
peraziooe,^ cioè fare una tale operazione, sopra y per avere 
diy I che ripètuta la stessa sopra questo risultato diy , si abbia 
il medesimo risultato, che nel fare una intera operazione di de. 
rlvazione. sppra y , di mpdo che. si ottenga didiy z=z dy . 

m . 

Egualmente d^y essendo » > }» , q*' indicherà che sopra y 



deve\farsi una porzione -^ d* operazione di derivazione > ciò 



m 



che SI otterrà facendo prima sopra y una porzione - d'opera* 

zinne e ripetendola m volte . Questo ennesimo d' operazione 
deve essere tale, che se fosse ripetuto n volte, dovrebbe dare la 
stesso risultato dy^ che ci da una intera operazione di deri« 
vazionc t 

Nella 
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. Nella stessa maniera 1/ ^ y essendo ^< » sarà eguale a d^d^y^ 
e ci indicherà che sopra ^. bisogna eseguire m voice l'intera 
operazione di derivazione , e sopra il risultato , che se ne ot« 

tiene 9 bisogna eseguire la porzione (—j csinsa d' operazione di 

derivazione • 

§• 8* Le derivate ad indice frazionario ci indicano adunque 
delle quantità derivate dalla funzione derìvatrice per un certo 
numero d* operazioni^ di derivazione intere, e per um porzione 
della detta operazione indicata dalla frazione dell'indice • Sa- 
ranno adunque da esse rappresentati i termini intermedi fra 
quelli della serie del $• 6 i Così se fra dy e d^y ai volessero 
nove tendini intermedi , questi sarebbero indicati come segue 

1» 12 j[j %4^ 1£ J^ 2Ì£ 

dy , ^"y , d^oy ^ jioy , d^oy ^ d^oy ^ d*^y I d^^yi 

d^y , d^y, d^y: 
Così gì* indici essendo in progressione aritmetica , i termini 

sono legati fra loro per la legge di derivazione del sistema • 
Si ricava da tutto questo un Teorenìa inpòrtante. 
Quandi la legge di derivazione è tale , che V operazione per. 
jnezzo della quale si deriva una quantità daW altra ^ può' essere 
fatta a porzioni in più volte , allora le derivate a indice fratto 
sono quantità reali ^ perchè esistenti in natura \ Se al contrario qtiéU 
la operazione non può essere per dir così divisa concepirsi divisi* 
bile in porzioni , /' aggregato delle quali renda la stessa operazione 
intiera , allora di natura sua non possono esistere termini dè^ 
rivate a indice frazionario , e un problema che in un tal sistema 
M derivazione conducesse ad una derivata ad indice fratto^ dovrebbe 
aversi per impossibile^ e quella derivata come una quantitàjmma*, 
ginaria ^ che non può esistere in natura^ 

L'cnun* 
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L'enunciato teorema ha nn uso immediato nella teoria deUe 
ìnterpólaxioni per decidere a priori se V ioterpolatione può 
aver luogo fra i termini di una serie, della quale se ne cono^ 
sce la natura o la legge che lega i termini stessi. 

$. 9. Proposta una qualunque quantità o una funzione com« 
posta di più quantità , se essa è di tal natura , che non abbia 
delle proprietà contrarie a quelle portate necessariamente dalf 
operazione di derivazione nelle derivate , questa quantità potrà 
sempre coasiderarsi come poter formare parte di quel dato si< 
stcma di derivazione , essendo essa una derivata se non ad io* 
dice intero , almeno ad indice frato ; e perciò se di una tal 
quantità ne fosse ricercata la derivatrice, si può concepire esis« 
tere in natura una quantità., che questa stessa derivatrice rap^ 
presenti e che soddisfaccia alla nostra ricerca; Al contrario 
se le proprietà di una data quantità saranno, incompatibili con 
quelle, che necessariamente devono avere le derivate in un da« 
to sistema, allora questa quantità non potrà mai considerarsi 
come una derivata del medesimo sistema , e perciò V indice che 
segoerebbe. l'ordine della derivata , non potrà esistere in natura; 
non SI potrai dunque immaginare una quantità, che rapprese^iti 
14 derivatrice di quella* quantità proposta , e sarà in conse^ 
guenna la ricerca di una tale derivatrice, ricerca d'un impossi^ 
bile^ e quella derivatrice una quantità immaginaria» 

Io questo e neir antecedente paragrafo è contenuta la sor* 
gente generale degli immaginari: Ciò che s'intende comune* 
mente per quantità immaginarie , non è che una classe parti* 
colare di quantità appartenenti ad un sistema particolare d'a« 

nalisì derivata . Vedremo tutto questo in dettaglio negli arti* 

coli seguenti , 

ARTI. 
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$• t. ;l^bi incomfticuimo dalle; pro^iessioni- iirittfietidh^.i poi w 
che' nfUa di loro Teoria la legge di derivazione è la più sem?^^ 
plice di tutte quelle » che . formano la base degli altri rami 
d* analisi . . «; . :■- -j- :^^.r^ 

Se data Sina quanti^ -^qualunque a\ $} fissi' fif, Ugge di deriva^ 
zìonej che ad essa sl'agjptmga ima data ìjHantità^.. per ^^JvarnB 
tata sómma, a^^g^ che^ ardesia prmttìP'somma 's aggiunga Ja^ìfessa 
g per derivarne una ieconda sómma' a-+?;f-|-^5=:fl-t-'-i^, e cose 
di seguito^ s'avrà una serie di quantità derivate una^daU'altr^^ 
la considerazione delle quali formerà un^ ramo*4el calcolo delle 
derivazioni. . . **. .; .' 

L« quantità a saràr la funzione deriyatrice^neiolérsoifliesé 
«H-»; , aH-2; 9 «^^^3^9 .^^« Saranno rletJ^emlatev.^ primqtjf 
secondo, terzo eca ordine di a ; di modo che indtcaodà per 4 
questa operazione di derivazione \ e scrivendo d'^ a per JndijQjire. 
che l'operazione di derivazione deve ripetersi »i :;YpUe > avreino 
questa serie a^da yd^a , d^a , • • v • • • J'' n ,. della quale il 
primo termine è la funzione derivatrice.t il seooAdo^vè rjù 4cru 
vaca prima /l«=:a4-^>- il tkrzo è la deriviiM ìeeondà 4^i;jrs 
^^ig% e cosi di seguito. 

i' B <^ Da 
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Da questa legge di derivazione si ha m generale d^a;si 

%. z. La dipendenza, che regna fra i diversi termini della 
serie superiore 9 ci dà albuni importanti teoremi 9 che formano 
tutta la base di questo ramo di derivazioni . 

Per quello che si è detto qui sopra, /*"**'"« =s « -f- injf -f^ 

dunque d'^'^'^a = ^'"a H- /*à — a = JTa H- d^a^d'^a , essendo 
come sì è dimostrato ( $. 5. Att. 1. ) df^a:=za . -: ^.^ 

Si h^ dunque Questo Teorenui :' Uiv/r derivata quaiUhqiie .ielt 
ordine m*i^n è eguak alla somnta delle dtie derivate m«"«'* e^n*«**«, 
diminuita della derivata deW crdint zero\ • • ■ 

Da questo Teorema se ne può dedurre, un altro f 
'X*equationc\r'^'''«sa://'"a4./l"« — d^n ci dà d^m& 
à^-^^asM^da-^d'^a^ida^d^a. . d^a=d^'^^a=:d^a-hda-T^J?a 
tì=z'daM^'da + da^ d^a ^^ d?a sz ^da — nd^'a ^ d'^a ss 
V^^^S^» cc^ ed in generale d^a=:nda^{ n^^tyd^a cioè.- 
Ifa derivata n^*'^ di una quantità i> eguale alla, derivata prJms 
/iella stesM quanitti presa h volte ^ e diminmta della derivata zero 
della stessa quantità presa » «^ i volte . 
l'Oal ' "Béoi^ofta ^dimostrato qui- sopra cioè^ ^a == nda — . 
fuoii- 1 ) d^ai facenda in^ 4|aesiea ^quazioM che la contiene^. 

n-^i fti'ir^ee'di », si h«f/Ì^~'ii=aCw—^0^ -*•(« — «)««'®«, 
é pftroiò rd^cf^ d^^^a ^sHda-^in-^ t )df^a --( n^i)da -f-, 
(■fp^'«)'^à'^sr ;?« ^);r>/ì=3|t cioè: La differenza di due 
Uerivàté coftsecutive qualunque è sempre eguale alla differenza fra 
ia'prinia der4Ò0flif eia derì^ r 

-^é 3. Riprc&diatiìo la sene a^da ,d\4^a,d^a, ; l..d^($i 
ì cui termini sono n^i ^ 



Se 
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Se s! prende il primo e T ultimo termine di questSi serie ^ 
s' avrà d'^a^d'^a = d'^a H- ftda — («— ii>i^a rs wia— («— a)J^« . 

Se s} prende iJ secondo ed il penultima s'avrà 
da •+• d^^^a = //a -f- (« — i )ifli — ( w — 2) J^a = nda '^(p>^2)d^A 
^he è la stessa somma che quella del primo t dell' ultimo . 

In geoerale se^^i prende la somma dei due termini dr a^Jl^^^a 
ch^ sona, equidistanti dagl' estremi, s^avrà d a^ d^'^^^azsi 
Ida — ( / — ì)d^a -+- ( » — l)da — .(« — /— i)^®a , e siduceado 
9"^vxìi d^a^d^'^^azsznda'^{n^i]d^a. 

Risulta di qui questo importante Teorema : 

La. somma dei termini estremi della serie superiore i eguale 
alla somma dei termini equidistanti dagli estremi medesimi: pvverQ 
in altrA espressione • ' 

La somma di due derivate 9 la cui somma degt indici è costanti l 
e anche essa una quantità costante • 

Se il numero n + i dei termini della serie è pari, la somma 
degr estremi di questa serie , sarà eguale a quella dei medj 
secondo il Teorèma qu) dimostrato « 

Se poi il numero dei termini n^i fosse impari , allora la 
somma degl' estremi o degl' equidistanti da questi sarebbe 

eguale al doppio del termine di meazo: 

n 

VMM 

Infatti questo termine di mezzo essendo d^ai avremo 
n n 

d^ a'st — da^f — — iJJ^«, il cui doppio id^ a =: 

$. 4* In questa branca d'analisi derivata ^ non ha alcti* 
na difficoltà il regresso dalle derivate alle derivatrici t lo^ 
fatti se data una quantità o) considerata com6 tipa derivata 
dcir ordine n*>i^ da un' altra quantità deriyatrice | per 1' au.« 

B a nica* 
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mento éi una parimente data quantità ;, si vorrà trovare 
questa derìvatrice médeMma , « precederà in questa guisa • 

S' indichi r operazione da Carsi sopra <o per D^m , ( cbe 
come abbiamo detto nei principi fondamentali dell* AnaU 
derivata 9 ci* indica la derivatrice n^^m di a>j si conàidcni • 
per una derivata n^^^^i e se ne ricerca la di lei derivatrice) 
ed eseguita questa operazione il risultato sia a, di modo dM 
s'abbia «=D"». 

Prendendo la derivata n**'** di questa equazione s* vtxk 

Ma i^^asa-h^^f dunque a-1ri/^=:a), e perciò a ss «^--^if^; 
5cicè ly^m zz(0'^ng . 

Per aver dunque la derivatrice n*^'^* di ai , ' non si ha che 
^* sottrarne dalla proposta o) la quantità g ( che è 1^ aumento 
dato nel quale consiste la legge di derivazione ) moltiplicata 
per l'ordine della derivatrice dimandata. 

Ma passiamo ad esaminare cosa significano in questo 8ist6. 
ma di derivate gì' indici negativi e gì' undici fratti. 
' $. 5* Nella Teoria Generale delP Analisi- derivata Art L 
$• ^iTiSf abbiamo veduto che le derivate ad indice negati* 

vo — » per esemplo , ci indicano quantità sapra le quali ese^ 
guendo n volte l'operazione di derivazione che fa passare Ja 
derivatrice alla sua derivata prima , la derivata prima alia 
.seconda ec. | s'ottiene la derivatrice^ medesima: Dunque sarà 
i'^*^az=ia^^g^ d^^as=za'-^zg ec«,vpoichè illora d(d'^^a):ss 
d^^a -4-^= a'^g^gz=:a, J^( J'"*^)— a— 1^+^-+-^ == a , ci^. 
Queste quantità sono le derivate della stessa funzione deri« 
vatrice , ma ottenute con una operazione di derivazione con* 
traria a quella, che ci dava le derivate ad indice positivo, e le 
«tesse rappresentano i termini della serie che forma il sistema 
di derivate i prolungata indietro. Co5V 
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Così nel sistema che spieghiamo consistendo la legge , la 
quale ci dà le derivate positive , ùeU' anmentate ciascuna écru 
vata della quantità qualunque g per ortteoerne la derivata suc- 
cessiva , le derivate a indice negativo saranno le derivate che 

# 

s'otterranno dalla derivazione suecessiva della funzione dei^ra* 
trice|.diminiieildo ciascuna derivata della quantità qualunque^, 
per ottenere la derivata d' un ordine inferiore di un . unità f 
Avremo in conseguenza 

^'a=4f-r^ ... 



I valori di queste derivate negative sonò infatti i termini della 
serie a^a^g^a'+^ig^w-h^gf ec. prolungata all' indietro « 

In questo sistema di derivate la legge di derivazione è affat*' 
to indipendente dalla quantità deri vatrice :. ^ssa è conteouta * 
nel caso N.^ i. §. 2. Art. L Per questo appunto in tal sistemi 
ma le derivate a indice negativo sono lo stesso | che le de« 
rivatrici . ^ \ 

g. 6. Per T indici (ratti , io osservo ^ht Ia;le;gge di deriva4 
2Ìone di questo sistema prescrivendo T aumento della quantità 
£ ad ogni derivata per avere la derivata successiva, richiede 

• • • • 

utia' òperàtionè éi derivaztotk^ » la qimle può essere fatta ii 
pchrzioni ; ipoicbi^per aumcdtare g alUqoantità a'+'4g per escmpiOf' 
io possb fare questa operazione ih sèi voke, cioè auìnéntanfj 
do ciascuna volta igi ovvero facendo nn sesto c}i quella ope^ 
razione : cosi 



k. ^ ^ 
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a-h 4g-¥-ig 
«-i-Ag -h ig 

« 4- 4f H- 1^ =s « 4^ 5^ 
In generale per aumenure alla quantità a *i^ug h quaotitk g ì 

io posso fare qucsc' operazione in più volte a porzioni, 

facendone prima una porzione — ■ , -p — - , poi aaa 

_« 
poriionc ^^^f^^^^;.^ poi un* altra porzione 



— : — , f ^ ; 9 poi ce. ; cosi 



m 












Risulta dunque di qui e da ciò che ^i è detto al $. 8* Art. f. 
che in questo aiistema le derivate a indice frazionario hanno 
luogo , e rappresentano delle; quantità derivate da a , per averla 
successivamente aumentata di ^ un certo numero di volte 
eguale al numero intero contenuto neir indice , più di una 
porzione di g indicata dalla (razione , che entra nell' indice . 

\iun a Fa, essendo n <f p 9?itk zssa^ntg^ —^ : 

• * 

Queste 
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Quéste* stesse, derivate indicano.! termini ' che si potrebbero 
iaterpolare fra quelli della ' nostra serie ;. così per interpolare 
tre ternaìni fra à^a e à^a^ s'avrebbe per la regola generale 
(;§. 8. kxt.\iyàH^à^i^a,i^^a,à'^^a^à^^a^=zà^à\c\\t nel 
nostro caso diverrebbero «H- ^g ^ « + 2Ì^,aH- aifi"» 
^'+^l^»tf-H2Ì^ = <i-+.3^, come si sa d' altronde • 
' S- 7- Non è inutile d* avvertire che la formola generale 
^o, TTxa'^ng ci dà i medesimi risultati : poictó facendo n ne- 
gativo I 8* avrà d^^a zrz a -^ vg come sopra ; e facendo 

i/ = w4- — , s*avrà Taltra formola per le derivate a indici 

m i ^ % 

tratti rf par=a-+-nfg+ — g. Era però necessario di 

dimostrarle a priori . 

I Teoremi dunque che si sono sopra dimostrati hanno 
luogo ancora per le derivate a indici negativi e per quelle a 
indici fratti ; dunque T equazioni che rappresentano gli stessi 
Teoremi, sussisteranno sia che in esse si prenda per n uà 
numero intero o fratto, positivo, o negativo. 

§• 8. La branca d' analisi derivata di cui abbiamo esposto > 
1 principj, non dà fa generale origine a quantità immaginarie* 
Infatti le derivate ad indici fratti sono quantità reali ed esi^ 
stenti in natura, potendo come abbiamo veduto 1 queste deter« 
minarsi per la medesima formola^ che le derivate ad indici 
interi. Egualmente non. vi h qusint^ità positiva o negativa 9 che 
non possa considerarsi come una derivata - qualunque d'indice 
intero, o fratto , e. della quale non ^e ne possa in conseguenzii 
assegnare la derivatrice ; qualunque .proprietà che abbia una 
quantità , essa è sempre compatibile con la legge di derivaaio« 
ne ncir attuai sistema. Un problema adnnque , la ^risoluzione 

del 
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<:■;' quale cobduca alla ricerca di una derivata o di «aa deri* 
«matrice di una qualunque quantità 9 è sempre possibile ia Qa« 
tura • 

In questo sistema di derivate vi riconoscerà ognuno il 
fondamento della Teoria delle progressioni aritmetiche $ giac« 
che sotto questo nome s* intende una serie di quantità , che 
differiscono T.una dall' altra per una stessa differenza ; e ude 
appunto -è la serie delle nostre derivate» 



ARTICOLO III 



ESP K EN T 1 



§. I. K3e data una quantità qualunque a si moltiplichi per se 
stessa per derivarne un prodotto aa ; se questo prodotto si mobifli' 
chi per a per derivarne un altro, prodotto aaa , e cosi di seguito ^ 
ia quantità a sarà la funzione derivatrice , e i prodotti aa\ aaai 
aaaa, aaaaa , ec. saranno le derivate prima ^ seconda , terza ^ qt^otrta^ 
quinta 9 ec. di primo , secondo , ferzo , quarto ordine ec. i di 
nodo che indicando per d questa operazione di derivazione «i 
cioè scrivendo da per aa^ d^a per aaa ^ ec«y avremo questa 
serie a, da^ d^ a\ d^ a^ d^a . . • » . ec. il primo termine della 
quale sarà la funzione derivatriqe , il secondo la sua derivata 
prima o del primo ordine , il terzo la sua derivata seconda, 
o'^el secondo ordine | e così di seguito # 



I ■ 



Dalla 
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DaiU-leg^e di questa derivazióne si hn d'^^*a::i^']i.d'"éi i 

aà.dr''^'<itisiMti.ée^a ::izi^a.dFà , ed in generale^ dT'^^a ^ 
d^"^^^ •d^a% deh : La derhafa (m^ny^^'^'di a e eguale al 
proJatio delle due derivate («— 1)««^"* ed ra«w» della stes^ 
sa a . 

Quando adunque si hanno da moItipHcare due derivate qua^^ 
lunque dH per d^b di una deriyatricc t, s'avrà il loro pro^ 
dotto dPbxd^b eguale ad una derivata sola ^P**^"*"'^. 

$. 2. Egualmente dalla natura della legge di derivazione si 



ha a a = «a a = — , a a ss 

— - 5= -y- , 4 « = — = -75— f ec. ed in generale 

tza da aaa dra ^ 

Ì'^'^\ = . 1— , cioè : La derivata (/»—»»)«"" di a i 

eguale al quoziente deUà derivata m<««« , divìsa fer la derivata 
(ij .. i)etiiii» ^^ stessa a. 

. Quando adunque si hanno da dividere due derivate qualun^ 
que d^k per d9h^ il loro quoziente Sarà eguale aHa sola deri« 
vata fi^^^yy^ Si suppone per ora , che gì' indici delle dcrfc 
v^te sja^no numeri interi. 

$• 3. Presa una derivata qualunque i^^ della quantità ^^ sé 
questa si fa = « , s' avrà i'a = dXd'^h) zs^jTb.JTh. d'^b ec^ 
scrìvendo, i^^ tante volte, quante unità sono in h-f-i; Mn 

IP^bzzzb .b.b... scrivendo b tante volte quante unità sono ia 

• • • » 

1» -H 1 4 -dunque il^(J^b) ss: b .b\b . b^; ec. scrivendo * tante 
volte -iiiaante «Akà- «oho 'in (-» •4^'k )^ itf i4> i ) ^ sarà dutiotìi^ 
il?(^'^^»i'''^^^i<w^*>^**^==ii*f./«i)•, cioè: J^r Jerivàt» 
atMiM jf//^ derivafa m*"»» <i/ ««a quantità h è egmlt alla sttiu 
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jflice derivata delt indice .(»i •+-! )(»H- t )-ri di h $ ti eguak 
alla derivata na"/?* della derivata o«»™ della ftessa b,. • 

Si è notato d"^b ira due parentesi, per indicarexhe è Pinteni 
derivata d"^b che si considera come una decivatrice ;. mentre 
che per indicare che alia derivata d"^b si vogliono fare subire 
altre n derivazioni , s' indicherebbe con d^d^b senza parenusii 
che equivale a d^'^'^b. <^ 

%. 4. Andiamo ad esaminare cosa possono mai indicare le 
derivate ad indice zero., ad indice fratto e ad indice ne^ 
gativò . 

Rapporto alle derivate ad indice zero e ad indice negati- 
vo , si ricava a priori cosa queste significano . L' indice zero 
indica nessuna operazione fatta sopra la derivatricci la deriva* 
ta di un tale indice è dunque la derivatrice medesima 9 perciò 
d^az=za. L* indice negativo ci marca ( §. 6. Art. I. ) una 
quantità sopra la quale eseguendo un numero , eguale air ia« 
dice 9 d' operazioni di derivazione % ottenga la derìvatrice 
stessa a. Cosi le derivate ad indice negativo s'otterranno per 
mezzo d' un operazione di derivazione opposta a quella , ciie 

ci segnano gf indici positivi ; cosi quest* ultimi indicandoci 
quante volte si è moltiplicato la derivatrice a per a, Tindid 
negativi ci segneranno quante volte si è diviso a per a; cosi 

dT iisr— — scrivendo tael denominatore tante volte a 
aaa.» 

. . ^ . .* y*-n a ^ t 

quante unità sono in n ; perciò d a = -7 =: ^i:,~. 

. , ^ d ""a d ^éè 

Vna derivata adunque negativa. è eguale alt unita, divisa fer^k$ 

derivata positiva della, stessa quantità ma minore di ^ue. unità » - 

Dal Tcoremii esposto al $. ^t si tanno i oiedesìiiii ri^ 

saltati r 

- ■ . • 

Se 



E S^ O N E N T f: f^ 

Se nella formola t^^ z;=:^— si '^a t« = « , ' s' avrà' 



ii'" ^^ ss ^ , ovvero <i®a-=:s flf come sopra . 

Se nella stessa formola si fa n:=nt.'+-p^ «' avià da essa 

rf '^a =r; — ^-*— come sópra . 

§. 5* Rapporto ali* indice fratto egli dovrà Indicare una fra* 

zione d' operazione di derivazione , per esempio d^a deve 
indicare che non si è moltiplicato a per a, poiché in questo 
caso avremmo fat^ una intera operazione di derivazione! 
ma per una porzione di a tale , che - ripelcndo tre volte Iz 
inoltipìicazione per quella porzione , s abbia un risultato eguaio 
a quello chq avremmo avuto con la moltiplicazione per Vìvu 

tera a^ così '#2 ^a deve indicare che- sopra a si è. iatto dver 
volte e mezzo l'operazione delia derivazione, intendendo il 
rotto dell' operazione come si è spiegato quV sopra . 
-•Per Internarsi in questa ricerca ,, conviene premettere biconi 
principj sopra ie derivatrici. 

%. 6. Riprendiamo la serie a ^ da ^ d^a ^ d^a , d^a , ecW 
data la quantità derivatrice a per mezzo della legge di deri* 
vaziooe abbiamo trovato le diverse derivate da \ d^a , ec.' 
Se data una derivata qualunque d^a y si volesse ritornare alla 
^ua derivatrice a, non si ha che a sopprimere il segnò di deri) 
vazione d^^ per ottenere la quantità a\ cosi pure per avere 
le derivate inferiori alla d^a ^ non si ha che diminì^ire findi^ 
ce m di tante unità , di quanti gradi deve essere inferiore . Ja 
derivata che si ccrcay^ atto derivata proposta • 

Ci Le 
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Le derivate adunque dell* indice xcro e degl* indìpi negativi 
sono delle derivate d'indici inferiori a quelle d* indici positr- 
vi ; così le derivate ad indici negativi # ad indice zero e ad in^ 
dici positivi , formano una stessa serie di quantità legate in 
loro per la stessa legge. 

Se la quantità di cui si cerca la derivatrice, non aveMe b 
forma di derivata , come per esempio ^, e se ne dimandasse 
la sua derìvatrice, allora Toperaaione da farsi sopra k s'indi» 
ca con il JD maiuscolo , come abbiamo detto altrove • 

Si darà a JD per indice il numero i che esprimerà ii grado 
della dérivatrice; cosi se considerando b come la derivata 
n^wini dj una- quantità I se ne volesse la sua dérivatrice ^ si in- 
dicheiik questa ricerca per D^h^ e si chiamerà questa espres- 
sione la derivatriee m««»«* di b : adunque D"^b indicherà quella 
quantità , che derivata m volte rende b • Avremo perciò 
^(D'?*)s=*=:jD'"(/Ì'"*), da cui risulta che di una quan. 
titàqulupqiie prendendo la derivata e quindi la derivatriee 
dello stésso ordine», la quantità rimane inalterata; deve essere 
così infatti poiché' una operazione distrugge l'altra • 

$• 7. Premesso qtreìsto riprendiamo la considerazione sopri 

I 
gr indici fratti •/!'" a ci indica ( S^ ^- ) ^^^ ^^"^ «* ^ Moltipff, 
cato A per a, poipbè in questo caso avjremmo avuto da ^ raz 
chf si è mcJtipIicAto^ a per tal porzione di a^ che ripetendo 

• — -4- — H- ec. 

W : volti; q,uesta n»oltipUcazione s' abbia d"^ ^ a ss 

• "* JL 

d^a z=z (fd. Sia ^questa, porzione di a , e s^avrà d"^acsaXf 

4^ a ss axx zz:; adx y d"^^ sa apcfcx ss^ ad^x ^ ce. d^a 

nd 



mJF'^^x =: m; dunque d^^'^^n ss^i e perciè x aqsiy""^'/^: 

d^a s=^aa. La quantità adunque per. cui: bÌH)giii moltiplw 
care ia quanUtà 41 , è la derivatrìce (i» «^ 1 )^""* di a; s'avrà 

■ — _ ■..-'.'.. j^ 

dunque d'^ a s=zuiD « , e quindi avremp d *■ a r=s 



d^a^D^'^^^i € se si dvesse li ^^t essendo f <J ««, il 
medesimo ragionamento ci pgrcercbbe a cdnclu^dorc 



/'^ «a = ii"a . 4P-^(D^^'«).=: ^"d . 2>^-'(^P-'ii): 



Da questa forroola si ricava JD (<i- a) ss:— ^ 



7 — • 



la quale ci determina le derlvatrici per mene delle deri« 
vate a indici fratti . ' 

Si vede di.qni il rap|)ort6 cke vi è fin le derivate ad indici 
fratti e le derivatrici • - 

Le derivate ad indici fratti sono i termini intermedi fra 
le derivate ad indici interi. 

. Ma per maggiore intelligenza ragioniamo sopra dei casi 

particolari d^assL a 1 d*a zsz m , dunque d^a deve essertt 

intermedio-ira ^ e aa^ e ci deve esprimere che si è fatto 

una metà d* operazione di derivazione so|>ra a ^Ja quale -«netà 

d' operazione, ripetuta sopra il risultato ottenuto per d^a ^ 

deve dare una intera, optraziooer di derivazione, deh d^diassz 

d^aizsaai per questo deve aversi ^azzzaDa: Infatti ^^^a a ==; 

aDa . Da is^ adi Da) :=zaa:=z d^a • 
2 

Così d^a deve essere un termine intermedio fra d?a:r:ztìi 

e d^azszaaj ei dev€.«csprimere che aopra(a si ^ f^tt# due 

tcjzi 
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terzi d' operazione di derivazione , o ripetuto due volte art 
lerzo dell' operazione di derivazione, ma ilaa = aD^a 
dunque d^a == aD^a . Da =5 aJ( Da ) . 

Si può dttenei^ ancora uq^ altro risultato C09Ì : d^à deve 
essere eguale ad a moltiplicata per una tal quantità ovvero tal 
porzione di : a ^ che ripetendo tré volte questa operazione 
s'abbia d^d^^a •= d^a =: d^a ^c: aa^t i dunque questa por- 
zione di a sarà D^aa^ e perciò d^a zr. aD^aaz::zaD^(Jay; 
infatti <i5^ "+• 3 + 3 a=:a . D^aa . D^aa . D^aa =« J^(D^fla)=: aaa . 
Si ricava adunque di qui a.d(^D^a)z=zaD^{da)\ Cioè la de- 
rivata della derivatrice dì una quantità è eguale alla deriva^ 
trice della derivata della stessa quantità . 
, Sarà ora più facile comprendere i risultati generali dedotti 
qui sopra • 

$• 8« Si possono ottenere i medesimi risultati ma meno di* 

rettamente per mezzo della formola del §. 3.: d'^(,d'^a)=z 
^Q/n-+.iX/2-4-i)— 1^ jj^jQg^^^j^ p^j, j jyyojgyj interi • 

Per questo si prendano le derivatrici m«»»"»« da ambe le 
parti di questa equazione, e a* avrà Z)'"(/'""*"0('»"f*0— '^)=:: 



D id (d a^):=zd a=zd «/•+•! *" a;dimodoche 

se l'ordine della derivata s'indica per p^ s'avrà D^d^a z:^ 



i«n-i * ^j »i+i ' d- "^-^^4i 

a azna • a sr: -! e pc« 

a 

nendo «1 — i , |r •— i invece di m e di />^ , s' avrà 
X> (/i a1=: , dalla quale si ricava d 



a 



Jf^a.Zy^-^idP-'a) come al §. aatecQdeote . 



S- 9- 



E S P q N^ N T h^ ay, 

$. g»Dà questa Teoria di deiiyate si . ricuVa dt^euamente 
la Teorìa degl* esponenti • A questo fine cangiando l'algo^ 
ritmo usato fin' ora , indichiamo d^a ss aaaa ec« ( scritto a 
un nujncro 9» •+. t di volte J. per a"^'^^ ^ s'avrà d^a nz 
«'""*"'; chiattanido a'""*** 4a potenza (wi •+•!)«««« di ii , ed 
»i-i-i l'esponente di questa potenza. 

Il Teorema contenuto nell'equazione ^^^<$z±il^(i.£^'^^a^ 
ei darà a'""*"''"^ ' = a'" + ' . ^ '^ , ed in generale 

rema espresso dall' eqoaasione é^^ ;±t= -^^^ — ^' ci darà 
n :rs j ed in generale a sr: — •* 

Il Teorema espresso dall' equazione /'"^"0('2-+-i)-'^ a-, 
^'^(^i'^a) ci darà fl('^'-*-0(n-Hi) sB^.(a"'h:')'^+' ,-ed in gene, 
rale a"'^=(a")'^=5Ìa'")''; Que«i sono i- Teoremi conosciuti 
nella Teorìa degli esponenti per fare le potenze delle quantità 



m-t*i 



« 



Indicando per y a la derivatMce m«**^"» di 09 s*avf:à^ 



D^az=:'V ar^i chiama v^ /i la radice. («1 rf- !)«•'"* di: t,' 
ed m -H 1 il di lei grado • 

Il Teorema contenuto nell' equazione D^d^.aszd"^'*'^ - * i 



ci d? \/ a^"*"' = a '^ ^' , ed in generale V «'^ =: «* •• 
I radicali, adunque fK)Q sono altro che potenze fratte delle 
quantità . . — ' -* - • 

Si vede di qui che la quantità a chiamata sopi^ derivàtrice i 
k nella Teeria degli esponenti chiamata radice ytd antfae prima 
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potenza* Là prima derivata vl« -borrisponcfe alla feconda po« 
lenza ec. ; Qaesti $ono i Teoremi fondanientali della Teorìa 
degli esponenti per V eMrazioni delle radici • * 

Si vede da tutto questo che il calcolo delle potenze b 
delle radici i ancor esso una branca dell* Analisi dert*. 

vata • 

§. IO. E' inutile trattenersi a parlare delle derivate delle 
quantità polinomie i essendo per queste facile trovare quei 
Teoremi generali , da cui si deducono i Teoremi per le po- 
tenze e fratte , e intere delle quantità polinomie medesime; 
occupiamoci piuttosto nell' esaminare te derivate delle Santità 
negative .^ . . . 

Sia •— a la dcrivatricc 
s'avrà /i®(— /!)— : — i» 

ce. . . - . 

ly onde si deduce che te derivate d'indice pari delle quanj 
tìià negative sono nemprc- negative , e le derivate d'indice 
ìmpari sono sempre positive • 

Cosi se proposta una quantità negativa si vorranno fé sue 
derivatrici, quelle di numero pari saranno- sem[»re possiteli ,* 
e quelle di numero inpari inpossibilì ($. 8. Art. L ) , o imma« 
gtnarie t noa potendo mai uaa quantità negativa considerata 
eon»e una derivata di grado inpari, nascere da una derivatrice 
poditiva-f> negativa.» 

^ 4£ua|mente j4(^iN^) «iuna quantità immaginaria ; imperocché 
(8*7-)i A— «)= — «£)(— II): ora 
jpC^'-^a} ess;sndo la derivatrice ad :indice inpari dì una quantità 

negativa «^4^ , sarà dunque ^a . i)( ^a) una quantità impossibile ^ 

Così 
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Così nasce dalla natura della legge di derivazione | che non 
possano aver luogo le Serivaitrici inpari delle quantità ne^ 
gative • 

Uw problema adunque deye riguardarsi come assordo i 
quando la di lui soluzione dipende dalia ficerca di una. <Ieti^ 
vattice 4i grisiio inpari d^una quantità negativa. Nella Teopii, 
degli^ esponenti essendo V algoritmo fissato per essa tale ^ cbft 
le derivate e le derivatrici dell* ordine ja^^^'"^ eof rispondono #' 
come abbiamo dette qui sopra , alle potenze ed alle radici 
dell' ordine ( » H- i }^*'"^ , ne segue " che saranno quantità 
immaginarie le radici d'ordine o, come si dice generalmente ^ 
d'un grado pari delle quantità negative. 

$• li. Prima di lasciare questo ran»> d^ analisi derivata ^ 
faremo osservare i? che in esso le derivate ad indice nega*, 
tivo non sono la stessa cosa che h derivatfici| e non fcannoi 
alcun rapporto fra di loro> di modo che non si possono • 
esprimere le une per le altre ; mentre che questo rapporto 
esiste fra le derivate ad indice fratto e te derivatriti ^ t possono 
csjnriniersì le une per le altre . E' facile concepire che h cosai 
deve essere cosi, riflettendo ohe la tegge di derivazione io 
questo sistema è contenuta ntì caso Nf ir*» % 9*9 Art I. 

a? Siccome T equazioni ebe esprinsono i Teoremi foniMS- 
mentali di questa anaHsi » bamio luogo , ceirae irb^iamo sopra 
dimostrato, tanto per ìe derivate ad ìndide intéro , - che ad 
ìndice frazionario» positivo o negativo; he segue che quahm- 
que formota la quale sia data per «esprimere qualunque pro« 
prietà delle derivate d'un indieè >f, sussisterà sempre comune 
que sia n numero intero o fratto, positi vo> o nej^tlvo. 



;. 
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(A) . : . é . . . --2- f — , t , « f «*,«',«* f ..• i ••♦ ij 



i Logaritmi i 

§. 19. Riprendiamo la serie delle derivate ad indice nega* 
tivo e ad ìndice positivo 

(B) dT^asiT'^a , it^^a , J?a , d^a , d^a , d^a , ec' 

Se la quantità derivatrice a è positiva , tutti i termini di 
questa serie saranno positivi: Si avrà dunque scrivendo con 
r algoritmo degli esponenti 

a 

che sono tutte quantità positive quando a è positiva. 
Se a è una quantità maggiore della unità, la serie (A) sarà 
crescente dalP unità verso la destra, e sarà decrescente verso 
la sinistra : Verso la destra s' avvicineranno sempre più i suoi 
termini a divenire infiniti! e verso la sinistra a divenire infi^ 
Ditesimì o zero • ^ 

( Se in questa serie si considerano tanto le derivate ad indice 
intero , . quanto quelle ad indice fratto , cioè a dire Unto i 
termini che hanno T esponente intero, che quelli che hanno 
l'esponente fratto, i quali sono i termini intermedi ai primi, 
allora possono considerarsi cont^^ti fra j termini di quella 
serie tutti i numeri possibili intera* p fratti ma- positivi* 

: Infatti sia m un nutnero : maggipte ^deli' unità contenuto per, 
es. fra a^ t a^ ; si potrà sempre concepire che fra il numero 
infinito V di termini ad esponente fratto, che io posso inserire 
fra a^ e a^ , si trovi il mio dato m^ di modo che sia 

fnsr a J^ essendo l ^Hé Nella stessa guisa se per m 
t'indica un numero positivo minore dell^ unità contenuto 

per 



esponenti; a? 

per es. fra — e -^ ; fra il numero infinito di termini che si 
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possono inserire fra "~ e -x i possiamo concepire xhe si 
trovi il dato numero tn , di manierai che sia mz=s ' — i- 



'■4— i 



essendo l ^n : Dunque tutti i numeri possibili positivi 
.possono , sempre considerarsi come termtoi della serie (Af. - 
§. 13, la questo siatensa ^ di derivate fissanda anche pec 
legge di derivazione che la: qaan(ùtà> decivatric^r a sigt. posh 
tiva , non possono venire di sua natura quantità negative'^ 
Dunque una quantità negativa ha , appunio «per essere ne^ 
gaeiva > una qualità inconpatibile con .quella Jegge di- deri^f 
vazione: Dunque essa non; può considerarsi com^ un termine 
della serie (B) superiore ^i^lia;' ad indice intero , aia^ ad indice 
fratto : Dunque non puòi*ritipvarsi nellftf dett» «cfic (B) ( un* 
derivata d^a egualq a quella quantità negativa $ e perciò non 
esiste in natura un indice n tale, che la deH\^a di^qUeU* 
cr^iqe eguagli la quantità negativa data : Ovvero {ntlP algoritmo 
degli esponenti ) non esiste in*tnatuni un numero :H'-4- i 4be 

dato per «ponente, ad tfyv^^'^V^- ^^S^^ ad Mina qua^ 
tità negativa : Qiiesto ^iimero^ihi'^quel lun.^quftitttà';.^^^^ 
ginaria . ■•;■•.• • / ' ; ■';■' T-. ', - -.r- . 

Un problema in conseguenza, la risoluzione del qnafe dipen^ 
desse dalla determinazione di un tale numero | deve ^aversi pea 
inpossibile ed assurdo. * 

$• 14. Noi abbiamo detto qui sopra # che qualcftiqiie quaniifà 

positiva può considerarsi come un termine con indi^ • intéro 

o con indice fratto della serie (8)^.0 della ^ sèrie (A) , che é 

la stessa cosa : Di modo che m essendo questa quantità po> 

■ D ^ sitiva. 
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éitivai ed u questo indice, sì potrà sempre determinale u 
in modo che si abbia mzsza^^ 

L'esponente u considerato a riguardo di m | ha un nome 
particolare , e si seri ve con un particolare algoritmo: Si chia-' 
ma u il logaritmo di w^ e si indica per tog.ntf cosi dall* 
equazione mzsza^ si ricava uzs^log.m^ intendendo in conse. 
guenza per logaritmo di una quantità m V esponente che 
deve avere la quantità n, ia quale. ai chiama base del aiste^ 
ma logaritmico ^ affinchè elevata quesu stessa quantità alla 
potenza indicata da tale esponente 9 divenga eguale alla 
data m •• 

Se la quantità m k una frazione » allora il suo logaritmo 
«urà una qoaoiità negativa : Questo risulu da ciò che si è 
detto ndT antecedente Paragrafo : .i Inperocchè essa si trova 
dlora ad essere uno dei termini detta serie (A), che si pos»' 
tono . immaginare inseriti fra quelli espressi dalle frazioni 

jr Jt i- . ^ ' . ' ' ■ ^t -^% ^% 

V ' "a^ * o^ ' ovvero a %a ^a j ec. 1 cui espo* 

«coti sono Desiativi; e se la quantità m è negativa il suo 
logaritmo aaiA una quantità immaginaria » che non può esiste* 
ret.i^ naturk : Dunque /cj^'C**— 1») rsppresenta una quantità 
immaginaria .ed assurda : Questa ^conseguenza dipende evidente* 
mente da ciò che si è detto $. 13. 

Si può durtifue concludere , cbt i logaritmi JeSi quanRtà ne a 
gatìve Séno quantità immaginarie : Si devono avere dunque 
per inpossibili tutti quei Problemi , il cui risultato involga 
logaritmi di quantità negative • 

Non essendo il nostro oggetto di trattare qui la Teorìa dei 
Logaritmi I noi non cir occuperemo nello spiegare le di loro 
proprietà particolari ^ 
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Srif« Noi iibbiaifno detto che «iti problema è izspcssibiie ; 
quando il di lui risulfitto dipende da un logaritmo di. unn 
quantità néj^àfàvà . 'Non sarà inutile il farne un esempio : 

Il Geometra Gregorio Fontana dà» in alcune memorie di 
.Matematica pubblicate nel 1796. | una compieta soluiione 
del seguènte Problema Idraulico • 

Un Serbatorio Cilindrico Prismatico riceve f acqua da rm 
tubo , del quale è noto lo stnaltitnento che è costantemente .il me^ 
desimo % Questo Serbatorio ha nel fofido un piccol foro che gli 
serve di scarico^ il di cui smaltimento cresce in conseguenza a 
misura che T acqua è più elevata: Si supp$ne noto questo smalti^ 
mento quando l'acqua è ad una certa altezza: Sotto tali supposi* 
zioni essendo vuoto il Serbatoio , e ^ acqua incominci andùf a cadaci 
per il tubo ^ e ad uscirne per la piccola apertura fatta nel fondo ^ 
si cerca quanto tempo vi vorrà perchè essa arrivi ad una dat€ 
€iltezxa nel recipiente . 

Chiac^ata q la quantità dell* aequa smaltita pel foro del 
Serbaftoio in un tempo dato 6 , quando essa si trova ad una 
altezza data «i Jk la quantità d^ acqua scaricata in tal tempo 
dal tubo, t t W tempo qualunque in cui l'acqua giunge 
dentro il recipiènte airalce^za indefinita ^x\ b U base del re* 
cfpiente, il eitatb Geometra per mezzo d'un elegante ragiona- 
mento, ritrova il tempo / così espresso 

V altézza k alla quale si deve alzare 1* acqua nel recipiente 
i indeterminata: Assegnando un valore ad x viene determinato 
il tempo t^ che Taciqua ìnpiegk a toontaré a quella altezza* 

Ora se il ptobleoia prescrive^ ^lie T 'altezza x^ cui si 
deve alzare V acqua , fo$se ma j;gio»e di quella ^ tbttù la qu^Ie 

tanV 
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tant'iacqtxa entra ptt il cubo, quanta ne torte per il foro; 

sarebbe per questa condizione x ^/—Sr.: Ipp.ìQ;rocchè è un 

Teorema d* idraulica ^ cbe le quantità d'aeiqii» erogate per il 
piccolo orifizio d* un recipiente sótto divergè; altezze , e nel 
medesimo tempo sono propoutooali alle radici delle altezze 
joacdesime • 

La condizione x ^ --^ ci da "^ x^ ; e percia m 

— w k\fa 

generale V ^ 2= ~ H- — r — indicando per m una quanti- 

tà positiva qualunque • 
Fatta questa sostituzione ncll* espressione ottenuta per / , 

• . ^ 7,hbka_ kj/^a 2éai^ a". ,— r\ • 

SI ha ^ = ■' ■ i "^ log. — -r — y x • Questa espressioni 

ne è immaginaria , poiché contiene il logaritmo di una quaoi 

tità negativa — — - , che come abbiamo detto sopra è 

immaginaria : U Problema adunque sotto queste condizioni 
è iopps&ibile . 

La cosa appunto deve essere cosi 9 inperocchè giunta V ac« 
qua a tale alteua nel vaso , che tant' acqua sorta dal foro 
di scarico, quanta ne entra nel' recipiente ^ è inpossibile che 
V acqua possa nel recipiente alzarsi di più % e perciò T espres« 
sione del tempo deve essere imnMiginaria . 

§• i6« Basata la Teork dei Logaritmi sopra i principe, dell* 
Analisi derivata, non ha piti luogo la queftioqe sopra i Io. 
4;aritrai delle quantità negative: Risidta iofattt . dalla Teorìa 
Stessa dei logaritmi;, che le quantità negative non possono 
ayer logaritmo ^ e che peroiò i logiarìtmi delie quantità . nega. 

live 
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6ve ^OQOfimfdagtQarhrCio^ ^uescai qoestioneì che h» diviio 
i GeoDoetrì dello scono secolo ^^ e che forse tuttora per 
taluni è indecisa , rimane i>ìenaaiente risoluta da quanto ab« 
biamo sopra, narrato . 
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ARTICOLO IV. 



PROGRESSIONI GEOMETRICHE. 
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I. ide 
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%. I. i3e data una quantità qualunque « sé fìe vogliono' 
derivare successivamente altre da e^sa con questa legge dr 

derivazione: LaqtamàhÀa presa per Jertvatrice si mottiplU- 

, . - . • . • ■ • • 

tìA fèr. h per ènerné «** . dtrivàfa da ss ab r ' fiuindi si moki* 
plichi la. prima derivata ter b , tir ^averne ufta seconda- derivata 
ira = bda = ahhz^ ah^ ,* ^ co;) di seguito («) . 

S' avrà in questa guisa una seriewi ^ da ^d^a^ • • ; . ; \ d^a }' 
che costituirà uQ sistema di derivate i del quale ci óccìiperèmo 
in questo articolo- • ' . *i • ; 



- -m 









lUi^iL 



ntìT nwirf 



iiì^u:: 



(a) Si & «so^ deir ordiÀariò algoritmo degli espónenti , di cui abbia- 
no «òpra datt Y "^tJrmcipj • ÌS* òsSem' perà che il d s* àdój3rà Sempra 
ptfr etf|>i!!intère rit^efiiiotic di deflvaztorie-ì e irntrrhcro chè*-^^ nel* 
luogo ddr esponente I iV iadiec éspvièfeme 1^ dtikW a^lìa '«ir^^^ • 
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S* t. Secondo T esposti Je^^ge di derivazione si avrà d^a^ss 
oi^Cgl* indici si suppoogono per adesso numeri interi e positivi >• 
Nella medesima mamefa avremo J""**'"a=5:ró'"-H»— ri^n.^j": 

ma * . ró = ■■ ^ " i dunque d a ^=z — .^ " , dalla 

quale equazione si ricava questo Teorema : la derivai^ 

( w + wi ) esitna di una quantìtk è eguale al prodotto delle due 

derivate [n)esìma ^ (m]esma deOa stess$ quantità divisa per la derì^ 

vatrice , o per la derivata delP ordine zero della stessa quantità . 

Nella stessa guisa essendo m^ n^ si ha d^'^^a = ab"^^^ 

aV^ a.nb"^ ^ •. .m^n d'^a.d'^a . . . 
s=: ss: ■■> e perciò a"^ "ar= . — , che ci da 

quesi' altro Teorema : La derivata il cui indice è la differenze^ 
positiva di due numeri m ^ u ^ cioè tw^n ^ è eguale al quo^ 
zientc della derivata £^a dhisa per la derivala d^a » moltiplicato 
poi dettjo quoziente per la derivata deW or^Uutt zero * 
•Se, Ij. Se ^i TOoItipUca. ,i^<i per rc?prea«ÌQne dl^'^^a 'i s'avrà 

Jfa.d^'^a = d^a. , e perciò d'^a.d^^^ z==z 

Jra 

4Ì^a /^a.» da}la qoije ciqus^iooe si ricava il Teorema, che 
segue :,// prodotto di due termini qualunque equidistanti dagli 
€strenn i eguale al prodotto degli estremi . 



. .\,' 



Sia f^ numero pari i e si faccia » =s — , sostituendo per fi 

m m 

il 8UQ. ju:aIore odi* .ultima, formota ^ s' aviÀ JTa . d^a ss 

d^a . d^($ : Ciùè : , Quando il numero dei termini che si considerano 

ne'tta ^eri^ .tuferiore , è inpart ( dà eh > accade quando m è pari ) 

il guadratù^\del termifie. di mezzo i eguale^ al prodotto degli estre» 

^ » fkdi smelU. etmdittantì dagli estrmi medesimi .- 

Le 
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Le due espressioni ritrovate per d^'^^a^ e per JF^^a^ 
moltiplicate fra di toro , ci danno dm :=z éf^^'^a . df^'^"a ^ cioè 
Il quadrato £ un firmine qualunque della serie che forma il nostro 
sistema Ji derivate , é eguale al prodotto di due termini qualunqw 
equidistanti da esso. 

$. 4. Esaminiamo ora te derivate ad indice negativo. Le de« 
ri vate con ìndice negativo rappresentano delle quantità deru 
Tate daNa derivatrìce a per mezzo d* un' operazione inversai 
alla prima, incendendo per operazione inversa qaetla per mezj 
20 della quale si ottengano tali quantità , ciie eseguendo sopra 
di esse r operazione diretta di derivazione , si passi da loro 
alla derivatrìce , come si passava da questa alle derivate con 
indice positivo • 

Così se per avere te derifate si moltiplicava «nccessiva* 
mente per k , per ottenere le derivate d' indice negativo si^ 
itividerà per la stessa quantità b ( Art. f. $« 6. ) • 

Sarà dunque d^ az=z -— - | da cui si deduce S^ a zs 

z t 

aa d°a . , 

— - = — — equazione , ta quale contiene questo Tco^ 

ab^ d^a. 

rema: 

Una derivata ad indice negativo è eguale al quadrato della 

derivatrice^ divisa per la derivata dello stesso ordine ad indice 

positivo^ 

Avremmo otteniKo lo stesso risultato ma però meno direttamen« 

m— n d^a.d^a «s,^ 

te per mezzo della formok d a :s ' : Se questa equa *^ ^ 

À a * ' 
siane, che abbiamo dimostrata al %. 2. per il caso di m^ n^ 

Si suppone vera aocbt per m <\n^ e vi si h t^znm-^l^ 

E s'avrà 
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s' avrà allora àP^^'^^^a = ^f^a == — ^ ^^ " , e ponendo pcc 



à^'^^a il suo valore si ha à^^a 



l^a.d^a 



fT-x 



d^a 

-f come sopra « 

d a 

Le derivate ad indice negativo rappresentano i termini della 

serie prolungata in dietro: Infatti se nella serie 

d^^a , d'^'^a , d^^a , d^a , d^a , d^a , d^a , ec. 

si sostituiscono i rispettivi valori delle derivate ad indice 

positivo e negativo , s* avrà 

a a a 

• • • . • -pT » "'JT* > ~ % a ^ ab ^ ah ^ ah ^ ..••••• r 

Nella qual serie tutti i termini sono legati fra loro per U 
stessa legge. Ognuno di questi termini moltiplicato per b ci 
dà il termine che lo segue i e diviso per b il termine che 
lo precede • 

§. 5. Cosa sono in questo ramo d'analisi derivata » le de« 
Tivate ad indice frazionario ? 

Siccome T operazione , in che consiste la legge di derivaci 
zione, è suscettibile d'essere fatta a porzioni ( poiché prescri- 
vendo essa la moltiplicazione per ^^ se questa vuol farsi \a 

tre volte, per esempio, si moltiplicherà tre volte per \/ b y 
così le derivate ad indice fratto saranno delle quantità reali, 
esistenti in natura, e rappresenteranno ( Art. I. §. 7. 9 8- ) 
le derivate ottenute per un certo numero intero di deriva^* 
zioni 9 e per una frazione dell* operazione di derivazione 

medesijna : Dunque jT^Ta , indicherà che si è moltiplicato 

a 
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a un numero th di volte per b , e quindi per tal porzione 
di ^, che i-ipetendlo n volte questa secenda moltiplicazione , 
sia Io stesso che avere moltiplicato una sola volta per h; 
)a porzione adunque di h che e» indica un n^>i<n<> d'opera* 



fi — ./n»4--- 



aiotìe di dcrìvaaiiorte , sarà V^» cr perciò d ^a 



Con lo stesso ragioaamenur si trovem che in geaerAlo 

d "a sr ab'^. S/ bP =z ah « . 

le derivate ad iodiicè fratto rappresentano i termini:, cho 
ai potrebbero interpolare fra quelli delle serie componenti 
questo sistema di derivate^ Còsi per interpolare tre termini 
fra aP- ^ab^ , cioè fra la seconda t la terza derivata d^a.d^ag 

si ha in generale d^a^d^^ct^d^^a ^dr^a.d^a ^ e ponendo Tcf* 
fettive espressioni di quèHe derivate 

ah^\ ab^.V b,ah^. ^b^ , ab^ . ^P'\'ab^': ' 

Gt' indici 2 , 2,J , «f , 2i f 3 sono in progressione Georaei 
trlca» e gli effettivi valori delle derivate sono fegati fra Ipfc^ 
pef h fegge di derivazfone dfi questo sistema. 

La formbìa che abbiamo ritrovato al § i. ^ d^'^^zriab^'^^ 
supponendo nt , n numeri interi, ci dà gli stessi risultaci pt« 

tenuti ^ triori per gì' indici fratti ^ Jmpertcchò se.si £i ~ mm 

TI 



ipecf di n s* ottiene à ^a =.^ n come sopra . Si de- 
duce di qui che tutti i Teoremi ^dimostrati superiormente per 
le derivate ad indici incerf^ e quelli che da questi Teoremi si 
possono ricavare, hanno luogo per le derivate ad indici ne- 

£ 2 gativi , 
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gativi 9 o frazionar] ; non avremmo potuto tirare questa con* 
segucnza seaza i ragionamenti fatti in questo e nell' antece^ 
dente §« per le derivate ad indici negativi, e ad indici fratti. 

$. 6. Tutto ciò che abbiamo detto fin' ora appartiene al 
calcolo diretto delle derivazioni : passiamo adesso a parlare 
del calcolo inverso , o del regresso dalle derivate alle dcrù 
vatrici • 

Per passare dalle derivate alte derivatrici dobbiamo laro 
una operazione, per mezzo della quale s'ottenga certe quaa* 
tità , sopra cui facendo V operazione di derivazione tornino 
le derivate proposte: Quest'operazione sarà adunque l'inversa 
di quella, che si faceva per ottenere le derivate: Così se data 
la quantità o) se ne volesse trovare la derìvatrice dell' ordine 
n, essendo q la quantità perula quale moltiplicando la dcrì« 
yatrice se ne ottengono le derivate , s' avrà 

Cìoh : La derìvatrice delf ordine n di una quantità qualun4 
que w, è eguale alla stessa quantità divisa fer la potenza ennesima 
della quantità q . 

Se questa divisione riesce senza resto , avremo allora una 
quantità intera per la derivatrice ; quando poi la 'divisione 
non riesca esattamente , la derivatrice sarà rappresentata da 
una frazione : 

S* 7« Dalla formola D o) ss — si deduce D «) = 

: Cioè ; La derivatrice ennesima di una quantità 



tea" d^(0 

s»» e eguale al quadrate delta stessa a» diviso fer la derivata 

ennesima di «» ntedesima • 

Siccome 
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Siccome abbiamo dimostnita ( S- 4* ) che d^^^ cs; 

'^ - , dunque avremo in questo sistema di derivate d «) =s 

a" fi) 

D w» cioè : Le derivate negative di una quantità qualunque u) , 
sono eguali alte àerivatrici dello stesso ordine , appartenenti alla stes* 
sa quantità : Così si possono barattare le derivate negative ia 
derivatricf positive, e le derivatrici negative ia derivate po« 
ftitive • 

%. %. Questo sistema in generale non dà origine a quantità 
immaginarie: Infatti sono per esso quantità sempre reali e le 
derivate ad indice negativo e ad indice fratto , e qualunque 
quantità sia positiva, sia negativa può considerarsi come una 
derivsìta di questo sistema : imperocché questo sistema può 
avere tutte le derivate positive o negative , secondo che la 
<{uanticà derivatrice a è positiva o negativa , stando b po« 
siti va; dico in generale , imperocché se si prescrivesse Tesse* 
re positive le quantità a , b tutti i termini della serie a ^ da^ 
A^a , d^a , ec. sarebbero spositi vi « e sarebbero anche tali tutti 
i termini intermedi: Una quantità adunque negativa non pa^ 
trebbe far parte di questo sistema 9 né considerarsi come un 
termine qualunque di quella serie; e perdo la derivatrice di 
una tale quantità non potrebbe esistere in natura ^ ed in con» 
seguenza sarebbe una quantità immaginaria • 

§» 9* Tutta la Teorìa delle progressioni Geometriche é fon- 
data sopra questo sistema di derivate , ed i Teoremi fonda* 
mentali dimostrati superiormente > contengono i Teoremi che si 
conoscono per queste progressioni • 

Infatti se si chiama a il primo termine della progressione; 
H -4* I il numero dei terminf) h it quoziente, Tequa^fione 

d^'a 
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i^a 2= aV^ del %. 2. , ci dà quésto Tcorcnfii : In una prògr'es- 
sione Geometrica f ultimo termine è eguale al primo moltiplicato 
per una potenzia del quoziente di un grado minore di una uniti 
del numero dei termini della progressione . 

Egualmente tuiti gli altri Teoremi sono identicamente gli 
stessi di quelli I che si danno per le progressioni Geometriche » 
solo che vi si cangi la parola serie di derivate in quella di 
progressione geometrica • 

Crediamo inutile di trattenersi di pi& sopra questo oggetto • 



ARTICOLO V. 



FRAZIONI CONTINUE 



a legge di derivazione può essere qualunque; csssi 
può in conseguenza consistere nel cangiare solamente tf aspet- 
to la derivatrice^ lasciandola in sostanza la stessa, per otte-' 
nere una prima derivata , la quale per la stessa legge di derf« 
vazione si cangrerà in una seconda derivata ^ questa in un» 
terza e cosi di seguito . 

Cosi si formerà una serie di quantità derivate tutte di dì- 
versa forma , ma eguali alla derivatrice ; e dalla considerazio^ 
ne dei termini di questa serie ne nascerà una nuova braoe» 
di calcolo. 

p 
Se data una frazione qualunque vera -^ si ^dividano i 

suoi 
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suoi due membri per il numeratore per ottenere una prima 
derivata : questa derivata avià per nunieratdre V unità , e per 

denominatore la frazione spuria -p" t o una quantità intera 

a più una frazione vera -r- : Così indicando al solito questa 

Q t 

operazione di derivazione per /i , $' avrà d-p = "~-~^ f 

Se si fa la stessa operazione di derivazione sopra la frazio* 
"^ "p f che si è fatto sopra la proposta , s' avrà 

d-jp ^ , f indicando per a la quantità intera con.# 

n 

tenuta nella frazione spuria — t e per — la quantità fraziona» 



V P 

ria J , e perciò ^^"qT 






n 
n 



Se continuando si tratta la frazione — « che entra nell ultimò 

denominatore della seconda derivata 1 come abbiamo fatto 
per quella della prima derivata s'avrà 
P^ 1^ 



il '+ — r 






tm 
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tinaìndid^-Tr = 



a 






ec. ce. 
Tutte queste diverse derivate compongono ami serie di 
quantità dipendenti una dall' altra secondo la legge fissata di 
derivazione 

$. 2. Ma pongbiamo in un prospetto te derivate dei diversi 
ordini con i di loro valfxri; 

Derìvatrice -^ 



\ 



P 






a 
F I 



n 






n 

n 



P 1 



Q, 



a 



s 
a 



a 



n . n 



»• 



/» I 

•^ a-f- — 

a' 



/ 



Jl 



t 






ect ecv 



Xhllit 
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Dalla legge di derivazione risulca che ciascuna di queste 
quantità derivate è eguale alla funzione derivatricc ; e che 
perciò tutte le derivate sono eguali fra loro. Si ha dunque 

P 

in questo sistema di derivate | chiamando A la frazione ^^9 

J é=z dd^ d^A = d^A = ec. == d'^A . 

L' aspetto ovvero la forma di ciascuna derivata è diversa, e di* 
pende dal di lei indice. Se riodice delia dcrivaita è : m il 
numero ddk divisioni , che in tssk hanno luogo » à €gmle 
Jid m -I- I • 

§• 3. Sopra questo sistema di derivate è foodat^i tqtta la 
Teorìa delle frazioni continue, che costitiuisoe .uno dei metodi 
più* fecondi neUa risoluzione delle questioni p^ 9pp^os9Ìma« 
zione. 

Se in ciascuna di queste derivate fi soppriimeMta isazione , 
che entra nelP ultimo di Jei ttenotainatore » si hanao quelle 
quantità conosciute sotto il nome di frazioni continue :, 

Una frazione continua adunque è una delle superiori dttu 
vate, alla quale si è però «oppceaso La ;^aptità fr^aziopiiria , 
posta netr ultimo denominatore della .jderìvatAmode^im^* 

Ridotte cos> le derivate soperism ad jnsere "prive di quelle 
quantità frazionarie che sono negU ukimi :depoiiUQatori , è ttìa« 
nifesto che esse non potranno essere più eguali fra loro ^ 
ne eguali alla derivatrice ; ciascuna di e«se tlifierirà dalla de* 
rivatrice di una quantità dipendente dalla frazione che si è 
soppressa , e dal rango che occupava questa frazione • 

E* però facile vedere che le derivate così ridotte sono tnHf 
che la prima derivata è maggiore della quantità derìvatri» 
ce 9 la seconda minore | la terza maggiore | e così di se* 
guito; di modo che 

F • 4 



1. ■ ' ^ 
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p p 






Noi non' ti occupereaio net trattare -delie proprietà defle 

ftàziòni continue: L'unico nostro scopo era di. dimostrare che 

la Teorìa di queste frazioni è tutta fondata sul prinèipio gè- 

- nér^Ie di deri valicane i e forma in conseguenza ancora-essa 

una branca d'A^ìilisi derivata. 

$• 4.:«0ss(erviamo che^ questo sistema ha ia^jceito. modo la 

sua analisi inversa: Si può rimontare da una derivata ad una 

^na dérivàtrice • Per questo non's' avrà che! a fare Tinverso di 

ciò 4 che ^i è fauo per discendere dalla derivatricc alla de« 

rivata . 

Con viene in questo caso che la derivata , di cui si ricerca la 
éerivatriee di uh '-^rtb' ordine,, sta ^na; derivata Sfatta del me« 
desìmó 'ci^itit'f 2i^etiéoftióò un numero di divisioni maggio* 
re 4' un> unità dell' ordine medesimo:.^ . 
Così la derivatrice seconda di questa quantità 

-»T— r' _ sarà 



n 



' »• *' . , . i\ 



. i Quando la derivata, di cui si dimanda la derivatrice , fosse 
juna derivata che avesse sofferto la riduzione * di cui si parla 
al §. ant. i fosse cioè una frazione continua , della quale si diman* 
dasse la derivatrice , o la frazione ordinaria da cui nasce» con- 

ver. 
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verrebbe in generale aumentare neli* ultimo di lei denomina^ 
•tore lina'fratfòii^^ersi I te quale ttnga luogo delta frsauooc 
soppressa per passare dalle derivate, alle fra^ienì continue 
( S' 1- )*^Q,^i^ta frazione è arbitrària. Ridotta allora la fra* 
zione continua proposta, ad essere una derivata esatta se ne 
otterrà la derivatrice per qualche sr, è idhplto sopra. 

Così si vede che una frazione continua d'un certo numero 
di divisioni può in genefaTè avere un numero infinito di 
frazioni ordinarie da cui nasca , secondo i diversi valori; che 
fi dànofO;, i vqtiellt fraziane a^biararia da aggiungersi ."* Per; 
esempio la frasione continua i j ^x' pasce dalle . £razto« 

,v }' iifi s-*-' .■ :■ ^r^"^ ■..' ... . •- 

ili * c/irdinwie ^r? , jjt , ec. Sfco^do che ali* ultimo dedonint^ 
t€ire.4 ift' .aggiunge una frazione 70^9 ec. Q^e8Ce frazioni 
«rdiiiarie sviluppate fino alla terza divisione dainao sempre la 
stessa frazione continua. 

:^ Sv ^^ in questo sistema le derivatrici di quantità i che non 
sono derivate esatte, le derivate ad indice fratto, quelle ad 
indice negativo y si possono considerave come altrettante quan« 
tità immaginarie, che non possono esistere in natura: Inperoc« 
che r operazione prescrìtta dalla legge di derìvazióne in questo 
sistema di derivate è tale , che non ammette la sua inversa 
aiopra .una quantità , sopra la quale non sia già^ stata fatta la 
diretta ; e parimente questa operazione di derivazione noti 
può di sua natura essere fatta a porzioni , dando a quest» 
espressione .^r^ a f^mni il senso spiegato ai JS* 7- » 8» 
Art. I. 
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ARTICOLO VI. 

FACOLTit NUMERICHE . 



■ » 1 ' •".•..>» 



A Teorìa ,' della quale andiamo ad e^poive i^ prindlpj ,^l 
«chiaoiaca dal Cittadino Kràì$p l^rofessore a ^uxftburga ^ 7VarA« 
delle facoltà numeriche : Egli se ne è occupato in un* opera 
sopn le refraxioni Astronomiehe data alla luce* l'^imao VlfL 
Noi ne parleremo in queitò irrti colo per mostrave « 'che «nch« 
questa nuova branca di calcolo è un raùio d* Anaiisi dò* 
rivata . • 

Negli articoli precedenti la legge di derivatone consisteva 
in una moltiplicazione , o in una somma 9 o in una divisione : 
In questo la legge dì derivazione dipende da una somma 
e da una moltiplicazione nello stesso tempo • 

Data una quantità qualunque m considerata conte una funzione^ 
derivatrice^ se per averne una derivata prima dm^ sì moltiplica 
la derivatrice t^ per m aumentalo di una quantità determinata 
r ^s'avrà dm^szm.m^r: Se per avere una derivata seconda 
d^m si moltiqlica la derivata prima per w H- ir , s* avrà 
d^mzsi(tg 'ir' ^r)dmssm .m H- r .!»•+• ^r: & per avere^ una 
derivata terza d^m^ si moltiplica la derivata seconda per m^%r^ 
s^ avrà d^m:s:z[m ^ 3ryi^m:=zm . m-^ r . m ^ zr . m +• ar: ed 
in generale per avere d^m si moltiplica la sua derivata precedente 
pr m +nr ^ cioè per m aumentato di r col coefficiente eguale 
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off indici della derìvuta che si cerca ^ s'avrà d^nm[m^ nr]^'^^mis. 

' La serie dì tutte queste diverse derivate nt^dm^d^m^d^m^l 
• ..d^m darà origine ad un nuovo ramo d'analisi derivata f 
del quale noi ci proponghiamo sviluppare i princrpj . 

^•1. Il rapporto fra due termini consecutivi della serie è 
contenuto, come abbiamo veduto qui sopra | in questa equa* 
zione d^m :=:=L{m-^nr ^dP'^^m . 

-> Per indicare la quantità r 4à aggiungersi nefle tliverse ope^ 
razioni dì derivazione potremo scrivere, in yece diii'^^» 

d ^^ poqendo r neljuogo di un diviserei ma. in vece delia 

barra di divisione facendo una linea- recurva con la convessftl 
voltata in bassov 

Esprinieremo adunque il prodotto «6 .x^ a . ^H- ^^ • » +3^« 

ne •+4^1 per d^^-^i per esprimere i prodotti numerici i.i.j. 
fWJ 7ì9j lì, tj. 15 , si scriverà in virtù di questa notr^ 



Vi »■- 



zione a ^ , d*^ • 

Se la quantità r fosse negativa ^ si scriverebbe col suo 
segno ncgartivo J s'avrebbe allora^ ^ 

m ' • 

§. 3. La derivata dell' ordine zero d^m , indicando la nes« 
suna opertizione di derivazióne fatta topYa'wi 1 è'perciò la'st'càsa 

derivatrice> onde d^tn =zm. ,...,•. 

Le derivate ad indice negativo indicano ( %. 'è. Art. ìt ) 
quantità ottenute per una operazione -inversa: a quella , per 
mezzo della quale s'ojwngoao le derivate ad iodice positivo ; 

Noi 
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Koi' rìpetiama ciò cbe si deve intendefc ptr optrazkme in* 
versa : Essa consiste in upa operazione cbe dia. per es^imere 
!e derivate ad indice negativo, tali risultati per esprioiere 
per esempio ^""Vr^^V i ^^V » ^^^ eseguendo sopra i 
detti risultati la legge di derivazione , si passi dalia derivata 
d^^y . aUa d'^^y.y dà ques^f^ d'^^y «Ha dT'^y \ «dà ^ dT^^y 
2^ d^y.z=iy.^^ come, si .passava per la stessa opera^ioae dà y 
a dy; dà dy a d^y ^ ec» , . " . - -r / 

Ora siccpme per ottenere una- certa derivati deU^ ordine 
n ( $* I. },.. si moltiplica la derivata antecedente dP^'^ly. per 
pi aumentato di r con un coefficiente eguale all'indice ^.deiia 
iflerivata'che si diraaiiffà*; 'ne stgue^chfe sfc data uria derivata 
di un certo ordine si, yt^pI^n^Si eisa 'dedurre ibi -su» derivata 
antecedente 9 converrà dividere la derivata propostai«iper''Jiii ì 
aumentato di r^ col .cQefiiciente cgnale all' 'io dice vidariìi; pro- 
posta medesima . 

'^Ciò prerìaesso, ifécómé f orticazióne diretta prescriveva una 
nioltfplrcattonte ed una:: sóramav l-invorsa ^comsistcfà' ii> una 
divisione ed una sottrazione j ma come preci^meate^Sr'.eseguU 
Tà ella? • • *' i' ' ' 



m : i .>.'*>- 'i r-<-"".-- i « 



r 



Per avere d^ ^^ convict^e fare iure.pp^razjpac^ soprij. «r^ 



ovvero sopra d^^', che sif ottenga iirrcer^d^^sttkàtoudr per 

•:■.• '/ :* " ^m- «.iv^'U CfV: •^' :: •:■ *i'. \, . ^ .. .. 

¥^J/?^^ "^r-^j^^ivì^lffi^fB )fisu^ta^- deve, essere tafc^.cbe pep 

m ■ . •■* • 

dedurre di puo^vo da .es|o la derivata d^-^ , deva farsi sopra? 

ditiilui'T operazione diretta di derivazione contenuta ncU 
la ^ légge ( $. i. \: Dunque 4 «ara una tal quantità, <:he 

i~ -'• molti» 
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tUDlfipKcata. per m + or renda la ,dtnvata d^^ cioè la dcri^ 



vatncc m : Dunque A = ;^ =i — = i ; Dunque 



m Hror m 



d ^ r= I qualunque sia »i ed r • 



r 

Nella mèdeTsìmà'manlctà e per mezzo dello stesso ragiona* 
ùento si troverà .^ * 1' 



^-^ 






:» . 



r m^^r .m — «r 



I 



r— 72 



7« I i" 



La relazione adunque che passa fra due derivate àé- iodice 
negativo consecutive , sarà espressa da questa equazione 



Le derivate ad indice negativo sono i termini della * serie 
delle derivate ad indice positivo prolungata indietro-: " Questa 
ferie 9 che con i simboli delle derivazioni sarebbe lappreseiw 

m tn ^nt , - w ■ tu 

Mta d« ^—^^ * tir', ^ d'^ ^ ,' d --- , d' •-: \ 

^^— - » ^^~ • . . . t ponendo i respettivi valor! delle de* 
rivatc, diverrà .,,.,,., ^ -^, or , »« - r . w - a>- ' 



<, #* 
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m ^ or .m^^r ^ m^i^or 

w «f- ^r • ovvero riducendo più semplici i suoi tcr^ 

mini col togliere i fattori coa>uni • • • . . rn-^r.r»'-^ ir • 



Una tal serie s'accorda eoa quella delle potenze quando 

§ 4. Abbiam veduto che la relazione 1 che passa fra due 
derivate ad indice negativo consecutive , è espressa da questa 

equazione d^ ^-^ = d^^'^^-^ : (nt ^-^n *— i )r) . 

Se in questa equazione si fa 7t^t in vece di », s'avrà 

m rtn 

r 

tiene subito 



p n— 1— ^-j. d^ ^ : 0«— wr) equazione , dalla quale s*ol« 



li-*"-- = J*"""~- x(ot — »r}; 



r r 



Questa equazione è quella stessa che s' ottiene col lare ^ n va^ 
gativa nella formota trovata al S« «•, 

per esprimere hi relazione, che passa fra due consecmiva itA^ 
vate ad indice positivo. 

La stessa equazione adunque che ci dà !a relazione fra le 
derivate ad indice positivo, esprima anche la relazione O it 
rapporto, che regna fra le derivate ad indice negativo, solo 
cambiando ;/ in — > » • 

£ qui bisogna osservare , cbe per quanto le une e le akre 

deri« 
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derivate siano legate pef una stessa equazione^ pure grand* 
abbaglio prenderebbe taluno, il quale credesse che T effettiva 
espressione, che rappresenta in questo sistema una derivata 

positijsra dr^ potesse esprimere una derivata dello stesso in. 
dice ma liegativo col solo cangiarvi w in — w. 

Infatti essendo à -^ zzzm.tn^r.m^w. • '. . ni-i^fjr 

T 

è facile vedere , che col solo fare n negativa non è mai po5«. 
sibile fare prendere al secondo membro questa forma 

m 

]' espressione effettiva di J"** ^— ' data al §• a. 

' ' ' 

Tutti, i Teoremi adunque dipendenti dall' espressione espli« 

cita m.m^r ..... m^fiY della derivata à^^ , non ap- 

parterranrìo che alle derivati^ ad indici positivi , e falso sareb« 
be il credere che le formole, per mezzo delle quali i. detti. 
Teoremi sono espressi» avessero luogo anche col cangiarvi 
n in >— «, ovvero che tali Teoremi potessero avere luogo 
ancora per le derivate ad indici negativi • 
S. 5. Abbiamo veduto al §. «• essere 

'i.^ ^ ' 

r nt'^r.m»^ ir. ...... m-^^ ( » •— i )»• ' 

e perciò anche ^ •; 

m nt 
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ucsta equazione a — =: . esprime il rap. 



jn^^àj^ r -fi — ij!^ 

porto fra le derivate ad indice negativo e quelle ad indice 
positivo, e ci somministrerà la maniera di esprimere le une per 
mezzo delle altre: Si potranno adunque eliminare da qualun- 
que espressione le derivate ad indice negativo , per sostitoirvi 
delle derivate ad indice positivo. 

§. 6. Ma cosa mai indicheranno in questo sistema le derivate 
ad indice frazionario? 

Tali derivate rappresentano , come si è detto nell' Art. I« ; 
delle quantità ottenute non con un numero intero d^ opera* 
zioni di derivazione prescritte dalla legge del sistema, ma eoa 

un numero fratto delle dette operazioni: Cosi àr-^ esprime 

che non si deve fare sopra m una intera operazione di 

♦ 

derivazione , poiché otterremmo ^-^ « ma una mezza operar 

2Ìone I cioè una operazione tale che replicata sul risultato ^ 
s'arrivi al medesimo intento, come se avessimo fatto una 

intera derivazione^ dovendo essere sempre d^d'-^ s=z d--^ Z 
La derivata ii^~ è il termine medio fra d^^^e d^^^ . si 

ha cioè dr-^ , d^-^ , d^ — ; e questi tre termini devono cs^ 

nt 
sere legati fra loro per la legge del sistema • Ora d^^ zs tn"^ 



» "^ =:m.nt^r f sarà dunque d^^ c= m(^fn'+-x)^ pren* 

deixdo 
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dèndo m modo x, cHe d^d^-^ z= m[m^oc)^{m+%xy' sia 

eguale a i» . /» -i- y . S' avrà da questa condizione { «i •+• ;v ) , 
( w^ -H arv ) = ( w H- r )^ . 

La quantità x adunque è data da una equazione di seconda 
grado; Potrà in conseguenza essere una quantità reale, come 
una quantità immaginaria* St m ^r saranno positive, la quan<« 
tità X sarà sempre reale . 

Per le derivate che contengono nelP indice la frazione | , 
la quantità x dipenderebbe da una equazione di terzo grado, 
e cosi di seguito. Se r diviene nullo, si trova ;i;=:o, cioè 
ìt derivate d* indice fratto divengono dei radicali, come deve 
essere , poiché la serie delle derivate ad iodici interi , si ri* 
duce ad essere I* sèrie ordinaria delle Potenze • 
' In questo sistema adunque \t derivate ad ìndice fratto sono 
quantità, che possono esistere in natura; ma sono ben lontane 
dal potere, essere espresse dalla formola generate delle .deri^ 
vate ad indice intero positivo , o dalla formola di quelle ad 
indice intero negativo: Egualmente T equazione , che esprime 
la relazione fra le derivate ad'^tldici positivi o^' ne'gatìvi', non 
esprime quella fra le derivane «id jndtce fratto, e tion pu6 
aver luogo supponendovi n un numerò frazionario • - 

Il valore della quantità x^ che bisogna aggiungere per 
avere una metà dell' operazione di derivazione , non è costan- 
te^ ma dipende dal nuiloero delle operazioni precedenti : 

Così dP'^^— esprimendoci una derivata ottenuta per un nu- 
mero n d^ operazione intere , piti una metà d' operazione , 

si dovrà avere d^d ^^ e=z d •--' , da cui sì ha 

G z f^*^ 
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Sarà perciò dato x da questa equazione del secondo grado 
3(»i-t-»r)«-f- ax^ss 2(^-Hw}r-+-r* , la quale ci dà h 
in funzione di n • 

Sì vede, di qui, che in questo ^ sistema non si ha lo stesso 
risultato facendo per esempio n operazioni di derivazione^ 
e poi una metà d' operazione , che a far prima una metà 
d'operazione e poi un numero intero fi d'operazioni suddette; 
questa invero è una singolarità, che non si ritrova in alcua 
altro ramo d* analisi derivata • 
$• 7. Passiamo a dire qualche cosa del regresso dalle deriij 
vate alle derivatrici. Per trovare la iferivatrice di una quaui 
tità risultante già da una derivai^ione , o di uoa^ quantità che 
può chiamarsi una derivata esatta i la ricerca non hai alcuna 
difficoltà: Così la deriyatrice terza delia quantità 
im^np)Cm^np^r)(m ^np + tr)Cm^np '+' %r) ; 

s* avrà chiamando ^ questa quantità , jD'^ = w-f-wf • 

Quando le forme dielle quantità di cui si vuole trovare la 
derivatrice | sono come quella presa in esempio , non .vi è 
bisogno neppure di calcolo, poiché la derivatrice si ritrova 
a colpo d' occhio • 

Ma come potremo noi avere la derivatrice di una quao^ 
tità qualunque jQ^, non assoggettata ad alcuna fornoa prescritta i' 

Sia il la quantità , della quale , considerata come una deri^ 
vata del terzo ordine, se ne ricerchi la derivatrice terza per 

esempio D^ ^ ; per avere il valore di JD^ ^ conviene trova» 

re quella quantità x, che soddisfaccia a questa equazione 

x«x 
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«;;3tf*4-y.^ •+?**• •^■+- 3^=^ • La quantità r si suppone 



data ancora essa, avremo allora Z)'*^ zsz x • 

Per avere il valore di una derivatrice del terzo grado con* 
viene risolvere una equazione del quarto grado; ed in gene- 
rale per avere una derivatrice dell' ordine n , cioè D^ ^^ con* 
viene risolvere una equazione del grado n H-* i » e a' avrà 



X>^ ^ rsz Xf dato X da questa equazione x.x^réX^ ir 



)i • . . • . . x-i-»rs=s^; la quale sviluppata ci dà x^"^^^ 

Ax"^ 4- Bx^'^^ -+- Cx"^-^ -H /^ = ^ , i coefficienti 

A ^ J5 » ^ % Q: dcllA quale si ritroveranno faciiinente . Per 
mezzo del calcolo delle differenze finite potranno, aversi, delle 
formole eleganti per la determinazione > dei detti coefficienti : 
Eccole 

ce. ■ ,■ 

essendo al solito 

2(«-Hi)=si-f-2 +'3'+-4HH . i . • • 4-«. 

non ci tratterremo a dimostrarle , per non deviare dal nostro 

oggetto . 

S. 8. In questo sistema di derivate sono una cosa bea 
diversa le derivate ad indice negativo e le derivatrici • 
Se %\ esamina la legge di derivazione 9 è, facile vedere che 
essa consiste nel moltiplicare ogni derivatd^ per un fattore 
composto e della derivatrice m^ e della quantità data r; questo 
fattore à dunque dipendente dalfa derivatrice medesima : 

La 



J4 ANALISI DERIVATA 

h^ li^ggc dunque di derivazione appartiene al caso secondo del 
Art. I. §* 9. , e perciò in questo sistema sono ben diverse le 
derivatrici dalie derivate ad indice negativo: Data infatti una 
quantità j^, di essa si possono subito trovare ' le derivate ad 
ìndice negativo» dandoci la stessa Q ì fattori J^— r, jQ^— ir, 

che cabrano in d *y eguale a q^^ - q^^^ % (S- 3- )* «cn. 
tre .non se ne può egualmente trovare la derivatrice , 

D ^ ^sz X i che per mezzo della risoluzione di questa equa^ 

zione algebraica del quarto grado x.x^r.x^tr.x^irz^zQ 
come si è veduto al $. 7. 

Le derivatrici e le derivate ad indice fratto hanno in 
questo sistema un certo rapporto fra loro, in' quanto' che 
dipendono ambedue dalla risoluzione delle equazioni ^Igc* 
braiche ( §• 6., 7* ) • 

$. 9» Il sistema di derivate ; del quale abbiamo esposto 
i principi, costituisce un ramo d^analisi , cui è stato dato, 
come si è detto al %. i.^ il;nomé di Teorìa delie 'jfàiroW nume^ 
rìche: Le derivate di una data quantità fw , sono le diverge 
facoltà numeriche della stessa quantità; così quanto abbiamo 
dimostrato sopra per le derivate ad indici interi , negativi 
e fratti , ha luogo parola a parola per le facoltà numeriche 
ad indici interi negativi e frazionari. Noi non ci tratterremo 
a parlafe dell* applicazione di questa Teorìa , la quale for- 
mando una nuova branca di calcolo , richiede che alcuno se 
né occupi in un'opera a parte* 

Ne crediamo dover presentare ai nostri lettori , gli sviluppi 
e le applicazioni di un tal calcolo , che ha dato il Gitt, Kramp, 
poiché i nfultati ottenuti (la e$so, sono tali , da spargere dei 

dubbi 
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dubbi sopra i fonhmenti, su ì quali egli T ha basato; nessun 
Geometra infatti potrà ammettere facilmente i principj di un 
calcolo, il quale conduca per esempio a dimostrarci , che ti 
rapporto dei seni di due angoli è sempre /finzione della kr diffem 
renza sola ; la tangente £ un angolo qualunque è sempre costante $ 
e che non esistono immaginari in tutta F estensione deir Analisi : 
Questi sono alcuni dei risultati , che il citato Autore deduce 
dair Analisi delle facoltà numeriche . Certo che non potremmo 
dedurli dai liostrj principi sopra dimostrati ; per noi infatti 
è erroneo il passaggio dalle derivate ad indice intero, alle 
derivate ad indice fratto 9 col solo cambiare nelle espressioni 
delle prime la forma dell' indice , come pure è erroneo il sup- 
porre che le formole ed i Teoremi , che si dimostrano per 
le derivate ad in4ice intero, appartengano anche a quelle d'in- 
dice fratto col solo cambiare l'indice n in -^i mentre questi 

passaggi sono legittimi per Kkaklv 9 e formano la base di 
ogni sua ricerca in quella Teoria. Non ce ne occuperemo 
d'avvantaggio per passare a cose più intercsianti t 
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ARTICOLO VIL 



CALCOLO DELLE DIFFERENZE FINITE , 



I 



$• ì. MÌ calcolo delle differenze finite è ancora esso un rama 
del r analisi deriTata : Ecco la legge di derivazione , che gli 
serve di base • *-^ 

Se per y si rapprerenta una funzione qualunque dì x ^ e se si 
suppone che dalla siessa funzione ^ quando X ui 'è' divenuto x-H«v 
^ioè da yx^k-'» ^^ sottri la primitiva fumiotte y^ ^ s avrà la diffe* 
renza Vx^^g^ — >*Ar ' ^^ ^^^ ^^^ quantità derivata da y^ per f a- 
perazione descritta ; di- modo che indicando al solito questa opera* 

zìone per d y avremo ^yx^^yx^a'^yx * ^^^^^^^ ^^^^ ^^at ^^ 
stessa operazione di derivazione^ che ti è fatto sopra yxf ^^^^^ 
per una seconda derivata dy^,^ — dy^^ cioè d^y x'n^^ày ^^j^^T^^y x^ 

In geniale la derivata n*»^"** sarà d^y ^^sszd^'^^y^^^^ — ^^^VxT 
Questo sistenaa di derivate rappresentato dalla serie y^ ^ 

dy^ > ^Vat •••••• ^Vx ^ conosciuto sotto il dome di cab 

colo delle differenze finite: La caratteristica che si adopera 
comunemente è la lettera greca A, e qaesta significa precisa- 
mente , ciò che per noi significa il d* Così noi non ci trat- 
terremo ad esaminare t rapporti delle diverse derivate fra dì 
loro 9 e ad esporre i Teoremi fondamentali , che alle stesse api 
partcngono : Rimandiamo per questo ì nostri leggitori ai 
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trattati dei diversi Autori 9 che parlano del calcolo ddle di£Ec< 
renzc finite, ed ecctfpianìoci soltanto d'esaminare cosa indi- 
chino le derivate ad indice negativo 9 e quelle ad indice 
fratto . • ^ 

§. 2. La derivata ad indice zero j cioè d^y^ e la stessa y^; 
poiché r indice indicandoci il numero delle operazioni di dè« 
rivazìone fatte sopra y^. , J* indice zero ci- dice, -che non si e 
fatto alcuna operazione di derivazione^ , sopra y^f ^ perciò 

Le derivate id indici negativi, d^'y^\ per esempio, ci in^ 
dica una quantità z^^ sopra la quale eseguendo T operazione 
di derivazione 9 s'ottenga per risultato y^i così ^^y^ ^^ ^^P-» 
presenta una quantità z^s sopra la quale facendo due opersi^ 
zioni di derivazione, s'ottenga 9 dopo la prima., d'^^y^%^^ 
dopo la seconda y^. In generale d^^y^ ci rappnesectcrà una 
quantità z^ tale 9 che facendo sopra di essa n operazioni di 
derivazione s'ottenga la funzione jy^. Al $* 6.' dell* Art. L9 
abbiamo estesamente spiegato il senso che deve darsi alle de^ 
rivate ad indici negativi. Ivi abbiamo detto che queste sono 
delle derivate dalla derivatrice y ottenute con un'operazione 
inversa a quella, che ci ha dato le derivate ad indici positivi; 
e che queste derivate ad indici negativi, «formano i termini 
della serie composta di quelle ad indice positivo ^ prolungatsi 
in dietro • 

$. 3* Rapportò alle derivate ad indice fratto 9 è difficile 
di definire se queste prese in tutta la sua generalità, sianpiqùan* 
tità reali 9 o immaginarie; Tali derivate sono io vero i termini 
intermedi a quelli della serie formata dalle derivate ad •indici 
interi, ed esprimono delle quantità ottenute facendo. (Art. L9 
S* ?•) 8t ) sopr^ la derivatrice non un numero intero di de- 
ll riva- 
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rìvazionii ma un numero fratto delle dette operazioni di de* 
rivazìoDe: Ora in questo sistema di derivate non si concei 
pisce come si potrebbe per esempio fare sopra yx una metà 
d' operazione di derivazione per avere una quantità » che 

rappresentasse Jryx% sopra la quale quantità ripetendo quella 

metà d'operazione s'ottenesse i^d^y^:=^y^\ quindi non crei 

diamo di dover pronunziare cosa alcuna sopra lo stato di 
dette quantità. 

§• 4* Proposte delle quantità derivate si può ricercare quali 

'siano le derivatrici » dalle quali sono state dedotte • Consiste 

io una tal ricerca il calcolo inverso 4i questo ramo d*^ analisi 

derivata , cui si dà comunemente il nome di Calcoh Sofuma* 

torto i o di Calcolo Integrale finito , chiamando le derivatrici , 

^ol nome di Somme , o di Integrali finiti . 

Sia y^ u^^ funzione di x ^ là quale si consideri come una 
derivau n*""» di una certa funzione «^, sarà dunque y^:=iPz^i 
La funzione z^ ^ la derivatrìce n^<°^ di y^ , cioè quella fun« 
zione sopra h quale eseguendo n volte T operazione di decii 
Vazione, s'ottiene y^ . 

L'operazione che si deve fare per ottenere le derivatrici 
s' indica come negli altri sisltemi per D, dando a JD un indice; 
che esprima l'ordine della derivatrice medesima ; cosi per 
indicare che z^ ^ la derivatrice n**''^ di y ^ si farà 

£' facile dunque dedurre da ciò che si h detto qui sopra ^ 
che le derivatrici $ e le derivate ad indice negativo sono 
h stessa cosa • Bisogna ( $• a* ) fare la stessa operazione 
precisamente per ottenere la derivatrice n«<^°^ di y^ ì come 
per ottenere la sua derivata dell' ordine -vj» ; poiché tanto 

D 
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Tfy^t che <r'''y„ esprìme un risultato, la di cui derivata n*»««* è 
U stessa y^: sarà dunque in questo sistema D^y^:s^Jt^^y^. 
Ciò che noi indichiamo per D ^ è comunemente indicato 
per la lettera greca Z ; s* avrà dunque . 

Cioè : Nel calcolo delle differenze finite , le differenze finite S w* 
dine negativo som la stessa cosa^ che gt integrali finiti delP is fesso 
ordine ma positivo i si possano perciò permutare gli tati negli 
altri • 

Si conosceva questo Teorema , ma . non mi sembra che 
alcuno Io abbia dimostrato direttamente • ^ 
$• )* Ma in che consiste l'operazione per ottenere le deri- 
vate d^ indice negativo, o le derivatrici? 

In generale nulla si può determinare sopra questa opera* 
zlone^ se non che il di lei risultato deve avere tale o tale 
akra proprietà i e nulla possiamo dire del come ottenere 
questo risultato medesimo r 

Cercando però per le espressioni diverse, che si possono 
dare ad y^, le derivate ad indici positivi .per mezzo dell' 
operazione diretta di derivazione , s' avranno delle regole par« 
ticolari per conoscere nei di vers'i casi Te derivatrici delle prln^ 
cipali funzioni variabili | delle quali si può aver bisogno nella 
risoluzione dei problemi : 

Così essendo d . x *=r(^-i-«)*— x^ = zax H- «* , e suppo.' 
ncndo per semplicità di calcolo a =:t , s'avrà W x^s=r 2:!c -{- 1 » 

Dunque ax-Hi è la derivata prima di x^i Dunque x^ 
yiceversa è la derivatrice prima di 2x^1^ e perciò 

Dunque se è proposta una quantità loe^i per averne la sua 
derivatrice 9 si saprà che questa derivatrice è ^^ • I nostsi 

H 9 lc£<> 



éo ANALISI DERIVATA 

leggitori posioQo coasultare tutti i trattati, che parlano del 
calcolo Integrale finito , e vi troveranno le di vene regole 
per ottenere nei diversi casi particolari le somme delle fun* 
zioni proposte come differenze finite di un certo ordine ; che 
equivale precisamente a dire le derivatrici .delle funzioni pr04i 
poste come derivate d' un certo ordine • 

Tutto ciò che ha riguardo alla ricerca delle derivate e 
delle derivatrici delle equazioni, potri vedersi nel mio cal« 
colo integrale delle equazioni lineari e nelle opere citate « 
In questo articolo era nostro scopo il mostrare , che il cak 
colo delle differenze finite è fondato sopra i principi generali 
d'Analisi 



.• 
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TEORIA DELLE FUNZIONI ANALITICHE. 



PARTE PRIMA 



Analisi diretta delle ftmzioni . 



$• I. l^a Ugge di derivazione) ptt la quaie si deduce una 
quantità da un' altra « può variare , come abbiamo detto , ali* 
infinito, e così possono aversi infiniti rami d'analisi. 

Nei sistemi di derivate esaminati fin' ora quella legge h 
assai semplice: Passiamo a trattare adesso di un sistema di 
derivate^ ove la legge di derivazione è pi& complicata.' 
In questo ramo d'analisi derivata è contenuto quel calcolo» 
cui Là-Gràngb, che ne è Fautore, dà il nome di Teorìa 
delle funzioni analitiche • 

Legge di derivazione J 

* 

In una funzione qualunque <f>(x) di una -variSMe * jpresa fer^ 

» ■ » Il 

h funzione derivatrice , la varifiihile x aunteriti di vna quafttità 
qualunque indeterminata co, di modo che si abbia una ìimil fun^ 
<ime di AT-f-oD. Si trasformi questa fimàone di y+V iH ttnk* 

serie 
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sirk oì'àìnata piv le potenze della stessM indeterminata i, $ / ami 
Xf{X'^m)^=i ^Cx^-^p^ H- 5«*-l- rw*-H'^w ♦•+• ce. 

Di tutta questa strie si prenda il solo coefficienti della prima 
potenza di wi 

Questo coefficiente sarà una quantità derivata da quella 
funzione derivatricc 9(x) per mezzo dell* operazione indicata» 
Si rappresenterà adunque questo coefficiente per d<f{x) # 

Se sopra questa prima derivata d(f>(^xy considerata come una 
nuova funzione di x, si fa prtcisamente la stessa operatone che 
sopra 9(a;) , / avrà d(p(^x -+- w)z=z d(p(x) +• p% -f- g^'ca*-H ec. , 
e prendendo il coefficiente p' della prima potevza della indetertni* 
nata nello sviluppo di d^n) ^ i* avrà la derivata prima di dCf{%) » 
cioè p';=s dd(f(x) , e per conseguenza la derivata seconda di <p{xy^ 
cioè dd(p{x)s:zd^(p(xy. .. 

Trattando d^(f>(oc) come abbiamo fatto per ^(h) , e per 
^9(^) f »' avrà la derivau terza di <pix) » cioè d^q^ipc) , é così 
di seguito » 

La serie adunque , che cosutuisce il sistema di queste d^cdU 
vate 9 sarà (p(x) funzione derivatrice 

d(pix) derivata priima a di prima *ordine . 
d^(f>(x)- derivata seconda o di secondo ordine 
d^(f>Qx) devivau terza o di ter;&o ordine 



d^^x) derivata n«w«» o di n«««n® ordine r 
1 terrnml poi di questa serie sono l^ati fra di toro per 
b legge qui stabilii. 

Ciascuno è il coefficiente che avrebbe la prima potenz» 
di una quantità indeterminata nello sviluppo del suo termino. 
aateced«fUt^ ^ando la yariabiltf che ^iKsto sus^so antece^ 

dente 
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'^Dte. contiene , aumentasse di quella indeterminata medesima: 
Così d^<p^x) è eguale al coefficiente y che tvrebbe la prima 
|>otenza di w ncJto sviluppo di^ d^^^^(x-+^ii)) in una- serie 
secondo le potenze di »• 

$• a« Venghiamo adesso a dimostrare un Teorema della 
più grande inportanza , che è il fondamento principale di 
questa Teorìa • 

Riprendiamo la serie che ci rappresenta Io sviluppo di 
<})(Ar-f-«i}), e secondo ciò che abbiamo detto sopra ^ avremo 
^(«H-w) =1 9(jr) -4- Jip(jr) . w •+• q^^ ■+- rw^ H- ec. 
Se in essa vi si sostituisce jc + cu in vece di ^^ questa sosti» 
tuzione $ì potrà fare in due maniere ^ o facendo in questa 
formola 2oa in vece di « , ovvero sostituendo effettivamente 
;v-4-tu nelle quantità FCx) ^ ^9(^)f 3i^f c^- Questi due ri* 
Sulcati devono essere identici, e perciò i coefficienti delle 
potenze dell' indeterminata in uno sviluppo devono essere 
eguali ai coefficienti delle simili potenze nell' altro sviluppo* 
Facendo la sostituzione colla prima maniera s' avrà 
9(x-|-2w) = (p(x) -H 2 Jcp(ae) » •) •+• 4g^ + 8rw' -+- ec. 
£ facendo la sostituzione nella seconda maniera s'avrà 

essendo 

9C^+o)) = q>(x) H-vftpC^) . w -H 5fli)*H-yoD**^^ ec; 

C?) == 3 •+■ ^4 • « ■+• 3z«w* Hh »"^.<i>^ + ec. 

(y)=:r-+-Jr.«-+- j3i •»*•+• fjiw^ -f-ec. 
ec* ec» 
E* facile vedere cosa significano ?i , ?2 » ?3 > ce. ri , ^2 > **3 t €<^» 
Sostituendo nella seconda formola dello sviluppo di (p(x-H^v}f 
i ritrovati valori dei di lei coefficienti avremo 
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♦^]w^ H^ ce. 
e paragonata eoa la fortnola dello sviluppo ottenuto con la 
prima maniera di sostituire , s^ avrà 

«r -H gr, •+• J^ s= 8r 
ec. ec. 

La terza di queste equazioni ci dà 3 ss : Sarà adutu 

que //j = ' ■ » e 3i essendo il coefficiente della seconda 

potenza di e» nello sviluppo di J9(^4« t»)^ sarà ^^ =3 — 



La quarta equazione ci darà adunque r ss — — -^^ — — . 
Col medesimo ragioqamento avremmo trovato il coefficiente 

di m^^s ==: ^ | e cosi degli altri • 

Dunque le diverse derivate della funzione (p(x) ottenute con la 
legge di de7'ivazione qui sopra fissata^ sono i coefficienti delle dim 
verse potenze di w nello sviluppo di 9(*-i-w) ; di modo che in 

questo sviluppo il coefficiente dellla potenza oJ sarà V^^) .; 

». 

Risulta da questo Teorema cbf se :: rappresenta una fun^ 
zione di x avremo , indicando per z^ la funzione z quando 
X diviene 5c •+- « , avremo dico 



,dH d^z d^Z 

H- dz^w -^ —— w*4« •w'H-'T'T^ w^-H ec. 



Q^uesta 
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Questa è la * formola , dal quate si deduce il Teorema co* 
nosciuto sotto ti nome òi Teof^ma di Tati or . 

$. 3. Nello sviluppo delbr ipC^'^+^ft)) per le poteaM, di ta 
<f>(x) -(* ^(u -H jw^ H- y«' H- 50)* -4^ ec. la funzione 9(x) 
è cbiamau da La - Grange funzione primitiva; p Ivttìzìod 
ne prima di (p(jc) , ed è da esso indicata per (p'(^) > ? 
funzione seconda di (p[x) ed è indkata per ^^'Ht ^ ^^^^ ^^ 
seguito; si vede adunque chiaramente che la funzione pri« 
mltiva è la nostra funzione derivatrice , e che k funzioofi 
prima , seconda ^ terza , di La - Grange sono le nostre 
derivate prima* seconda , terza, ec. Risulta di qui che tutto 
il trattato delle funzioni analitiche si può considerare ancora 
esso come una branca deir Analisi derivata. 

§• 4. Data una funzione qualunque Fx di :xr^ se si cono-' 
scerà il coefficiente della prima potenza di cu nello sviluppo 
di F(x+ci)) , s'avrà la derivata del primo ordine di Fx^ cioè 
JFx i e la ripetizione della stessa operazione sopra dFx 9 ci 
darà le derii^ate seconde e cos) di seguito ( $. i. ) . 

Vediamo adesso quali siano le derivate prime delle fun«; 
zioni semplici di una sola variabife • 

Si possono ridurre a «cinque k funziomi semptfct di una 
sóla variabile, delle quali si considerano formate tutte le 
altre ; Queste sono x^ ^a^ ^ log.x ^ sen. x , cos. x. 

Io suppongo che per la Teorìa delle serie si conoscano 
se non le serie che esprimono lo sviluppo di queste funzioni 
secondo le potenze ò\ x ^ almeno i di loro primi due termini • 

Sia dunque Fxzzzx'^ ^ ed avremo Fix^\t3Ì)^s^(^X'^mf^: 

Qualunque sia m positivo , o negativo , intero o ftatto si h» 

- per le regole dell', algebra Cartesiana , i primi due termini 

dello sviluppo di {x^^y^ cosi espressi ^■4-jwac'"""fikj^r 

I dunque 
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tkinqoe dFx = ^x"* r=: mx^'^^ ^ cioè : La derivala prima S 
una potenza in«""» di x^ è eguale alla foteìiza x^""' imme, 
dìatamente inferiore di una wiità , moltiplicata per il primo 
esponente m . 

Se' Jx'" = mx"^^\ sarà ddx^ = tndx^^^ , d'onde 
d^x^ z=zm.m — I . x'"^^ , ed egualmente 
d^x^ = wi . e» — f • w — 1 • ^""^ 
e cosi di seguito; 
Si ricava da tutto questo 



5c'""'^w*-4- ec. , che e la conosciuta formou 

del binomio di Neuton, 

Per avere la derivata prima di a^ ^ cioè da^ ^ vi si faccia 
5c4-win vece di x ed avremo «'^'"^^csa^ . a** ; Ora si ha 
dalia Teoria dello sviluppo delle funzioni trascendenti in serie » 
i primi due termini della serie , che esprime a^ ordinata secondo 
le potenze dì 0) , cosi espressi i H-/o^*axi>'f dunque i due 
primi termini della serie, che rappresenta lo sviluppo di a^.a^$ 
saranno «^-H a^/ogf.a . w ; dunque da^ :=s a^ log.a ^ e perciò c^log^a 
sarà la derivata prima di c^ . Si ricaveranno di qui le deri« 
vate degli ordini superiori 
dc^ :=a^lag.a 

d^a^s:za^ log.a : ' 



d^ a^ s^ a^ log^ a 
ce. ce. ec* 

E' inutile avvertire che log. a significa il logaritmo iperbòlico 
della quantità « i - 

La 
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La serie adunque che esprìmerà Io svDugpo di f^'^*'|Saià 



a^log.a a^log*a ,. 
a'^ -f- a^ lo^. a X w •+■ — — — w^ + r — r- w^«4- eCf , 

Si suole anche iqdicare H logaritmo iperbolico di una qmntltk 
a con la sola lettera l f cioè per la: Così noi Io indicheremo 
d'ora in avanti * 

Per avere la derivata prima di Ix sì precederà cosi : 

/(x-f-co) :=r. Ix 4-/^1-1 j : Ora 

/Ti-h — j r=: f- ec. dunque i due primi termini defla 



serie esprìmente /(jvH-co) saranno /x-f- — ; dunque la derr- 
vata prima di Ix , sarà — , e perciò #' * 

d.lx =z — . Si ricava di qui 









A^x ^ ^i 


• 


• 


ce. ec. 






Avremo in 


fine 




/(^+««) — 


^ 

/*•+.-- 


402, (1^3 



m4i 

— — -T ■+• ec. 

che rappresenta lo sviluppo di l(x'+-w) secondo le potenze 
di w. 

Se ora si pone ^H-win vece di x ncH' espressione sen.x , s*avrà 
sen.(^x-jrw)z:zscn.x coj.w-+'/ìpw.w cqs, .x ; ma la Teorìa delle sèrie ci dà 

la CQs. a> 
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, roj. ours I «— fc* — *f. ec. 

dunque sen. ( Jif -f- co) ss jtf«. ;r -H o) cos. k -H ce. f • 

Dunque d sen. h.s=zcos. x , e questa sarà.ia derivata prima di snt% JT ^ 

Nella stessa guisa s^ avrà 

COS. ( X •+• w) =r jof. X COS. co — le». x\fw. co sr cw. x -^^ - - 

(0 5^;^. jc -H ec. ; Dunque la derivata prima di . cos. n , clo^ U 
coefficiente di co nello sviluppo di cos*(x^q)^ ^ sarà -^semx^ 
e perciò d cos* 5c = — sen. Xé 

Conoscendo le derivate prime di sen. x , cos. oc » si conosce» 
ranno le derivate degli ordini superiori :. s'avrà cosi 
d sen. X = COS. x 
d^sen. X ==|j^^^« X z=z -^sen.x 
d^sen. x dMP^ cos. x 
d^sen. X = sen. x 
ec. ec. 
e perciò la serie che esprime lo sviluppo di sen. ( x+co) , sarà 

X . 0)*" co* 

ten\X'+'^) = sen. ^H-cocoxt ;c •— — sen. X — • — — cos. x H- ce 

Egualmente 

d COS. X = •— j^«. :r 

d^cos. jc ==s — - coj* X 

d^ cos. X z:z sen. X 

d^cos.x^szcos.x 

ec. ec. ■ 

e lo sviluppo di coj» ( X «H 0)) I sarà 

co^.Cx-Ha>)'=;: cojt ;c — • ^sin. x -^ -^ cos$ x 4- -^!^ — sen. x -H ec. 

18 2.j 






RiepL 
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Riepilogando quanto abbiamo- trovato rappòrlb alle derivate 
prime delle funzioni Semplici di utìa sola variabile, avremo ' 

da'" ^ia'^la . . ... . 



d setti x^sicos.x 

dcosr^^ss'-^ sentii ^ ■ '* •' f- '-'■*'.: -' ^ •" 

Tutte, Ir iianzioni'A^allticli^ 'Al uhi itofa 'rtiriabile si còa« 
pongono e per' ^^miéz;^ déflé qétài^rd t>ptì'azionì somma, sottra» 
zione , moltiplicazione e «divi^lcAe delle" funzioni semplici che 
abbiamo esiihinate') di^endònó^ dà c^uarìoài nelle- quali en« 
trano le stesse fonzimi!;! Di iiìo^o che ébnoscéndo le derivate 
prime delle fuqzio.oi, semplici , si troveranno facilmente |e de- 
nvate prime delle funzioni composte» e per delle operazioni 
di Uerìvazione rip^tutei; si trèvefanbo te 'derivate" degli ocdiìii * 
superiori seguendo le Teorie-, che esporremo. • 

§. 5. Noi abbiamo indicato per 'dp la derivata della funzione 
p^ vale* ar dire? il xòefficiemt che avrebbe "^là'prrrfìa potenza 
di una indeterminata a> , sviluppando secondo fé di lei potenze, 
la stessa quantità^ ,aJlordi<tSÌ è ^stq in pssa xrtwifl véce cji jc • 
Ora siccome là funzione p puh contenere oTtre la x, altre 
quantità, y , :s, ec« rapp6irto''adleqùaK potrebbe farsi la stessa 
operazione di derivazione, che abbiam fatto rapporto all^ x:, 
perciò è necessario che riell* incHcare le' derivate, si ^bbia la 
traccia di quella quantità rapporto alla quale isi è J[atto la de«\ 
rivazione . Noi otterremo • V intento se* dovendo prendere la 
derivata prima delia funauQpe p,- rapporto., ac)^^ » in/ vece di .^ 

scrivere dp ^ scrivergoao //^, ponendo la yariabile x in luogo 

- di 
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ài' divisore, mi per^noa confonderla con esso» separandofa 
nop con la solita sbarretta, eoo la quale s'indicano le divisio» 
ni , ma con una linea curva , che rivolti la sua convessità in 
basso. Egualmente in vece di scrìvere d^p'f scriveremo 

^^ se vogliamo indicare la derivata n*»»"* di p^ -conside-; 

rato come una funzione di y , presa n volte rappovio aNa 
stessa y • Alla variabile , rapporto a cui si h la derivazk>ne ^ 
si darà un esponente eguale 4ir i^ndice dèlia deriv^tai, e «na 
tal variabile douta dì qifcsio esponente la si scrìverà sotto 
alla lineetta curva di cu} sr è parlato^» 

Ci6 premesso se per ^ 9 9 » i^ > ec* ani rappreseiMiamo deUe 
funaioni senApUci di ^ ^ le derivate* primr. di jesse . saranno 

d^ , d^ , dJL V w- ; Si rappresenti ora per y *'ùna funzione 

>•■••■»»■ 

cocnunque composta di p fq^r^jt^ e si. voglia avere )» de» 

* • 

rivata prima di y, cioè Tespressione di JJL\ 

Per ciò conseguire sTo^HTverà icihe ;^ divenendo) x 4* «>ì la^ 
funzione y diviene: - , >, .' •. .:Lr 

;,4.^-.^X+ ^.^it^-if:--j:l'.^*4 -f.ee. • •"■■ 

» ■ .... . . ■ 

Ora f t q ,r f divengono nel medesimo teo^po 

^. • .:.» ^^ S'J a;3 ^^ 

ecl " ^ ec» ' ecr ' 

No» 
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Non s' avrà dunque a f^e altro che $ostituire> queste, espttS' 
sk)ni di p y q ^r y ce. nclJa funzione y , sviluppare i termini 
secondo le potenze di a;, ed il coefficiente di m sarà il valore 

ricercato di d^ ; cosi se y z=z ap ^ bq ^ cr ^ te. a^b ^ e. 



X 

ec. essendo dei coefficienti costatiti» cioè quantità II cui valore 
non , dipende dalla x ^ ^ avrà sul campo ; . 

d^ =3 a.df^ -4* b»d^ H- ed — ' H* ce. 

X X X X 

Se y:=zapqy la quantità pq^ diverrà 

f ^ -+• w^Z- -1^ ^0*j[q H-w.^^ -4- ec. j .= pq 

fpjJ^ -^q.df^jw -4- ce. j Dunque 
d^ =: ap'djL •+• aq.d^ • 



^ ... T r 



Se yzuzaptir si troyerà egualmente z;?^ r=s étpq.d^^ • 



apr.d^ -H «''^•<^'^ ». e così di seguito • 
Sia y =: — i la quantità — quando x diviene jc H- w 



^ •+- co . ^i-- -4- ec 
■^ X 

diverrà — ' — ; 

^ a: 



« 



Sviluppando il denominatore in serie per le regole conosciute ^ 
s'avrà (^p -+• (odL ^ «c.)(-^ — ^- ^"If -*-«• ) *= 
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£ ^jL.dL — Pd^\ ^ MJ; dunque 



1 y^ ^ X '^ X 

X jZ 



S* 6. Sia' ora > ss F/^, iadicando per l]p una funzione qua* 
lunque di ^ , ed essendo la stessa f una fuozìone di «« > e si 

dimandi il valore di àìL^ icioè la derivata prinaa di Fp rap- 

X • 

porto alla variabile x. 

,Fer questo si osservi che f essendo come abbiamo detta 
una funzione di ^ , . quando ,;e' diviene, x 4* ^ i J' divervà 

*-f, ft>^^ -j- — .^^^ 4- ce. 
^ X % x^ 

La funzione F^ , si cangerà allora rn 

F^/^-f-wi^ + — «^2 "f- ce. 1 ; e lasciando le poten- 
ze^ di ì^.superiori alla prima, perchè nello sviluppo si ricerca 
il solo coefficiente della prim^ potenza di #1 s'avrà 

Se si considera la quantità uà^ come l'aumento che ri* 

ceve la /^ , aumento che possiamo indicare per A, avremo 

ffp + #^— ) = F(^ + 6)=:F/^4-*'^^ H- ec. ; e fii 
\. X / p 

sostituendo per 6 il suo valore , avremo 

^(^t^md^^z^Fp^m.d^.à^ 4- ce. 

^. • 

Dunque il coefficiente di w nello sviluppo di jF/? , quando 

in 
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in /y la variabile x diviene X'+'my sarà d^.J^ : Dunque 

d^ = d^ = d-^ . d^ ; ci^è : Per avere la derivata prime 

di una funzione qualunque Fp di p , essendo anche p una fuHm 
Zione di Xj bisogna prendere la derivata printa di Fp ^ con side 
randa p la variabile rapporto a cui si deve fare C^perazione di 
derivazione^ e moltiplicar I0 per la derivata prima di p presa 
rapporto alla variabile. ' te ^ che essa contiene : Ovvero: Prendere 
la derivata prima di Fp rapporto a pj 'e mokiflicarla per la dtà 
rivata prima di p rapporto ad x • 

$• 7« Se y fosse una funzione di p e dì 9 indicata per 
FC^p^q) essendo p^q funzioni di iS:, e si ricercasse il Valore 

diella sua derivata prima d-^ = d^ ^' - ^ ecco conoìe si dovreb- 

'^ X X 

he precedere ; , 

Siccome le due quantità sono riguardate come indiperW 
denti fra loro, giacché jper quanto siano ambedue funzioni 
della stessa x , pure non si stabilisce alcuna relazione fra * di 
esse, così è chiaro che si deve avere il medesimo risultato , 
sia che si sostituisca x^m. h vece di ,x nello stesso tempo 
in p ed in 4f, sia che queste sostituzioni si facciano, sticces- 
sivamente. V 

Sostituendo in principio 9C -f- # iti luogo di « nella fun- 
zione ^, la funzione F(p^q) considerata- come sola funziono 




di p, diviene F(p , 3) -H ar /i^ . ^i-iCi; H- ec, 

Sostituiamo ora nella ritrovata serie ^-f^# per x lù qi U 
funzione F(p^q) diverrà similmente 

K F 
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Qiianto al termine ma^^.d^ è chiaro che lenoi io rap^ 

presentiamo per »P ^ ei diverrà per questa sostituzione 

il) \p ^ ^d^ . d-r -f- ec. I , di modo che lasciando i ter<J 
^ L ^ Q J 

mini moltiplicati per (o^ , lu^ , ec. il termine , che contiene 

la quantità cu alia prima potenza nello sviluppo della (unzio^ 

-ne F(p^q) quando x diviene x 4- flanelle funzioni jp,f, sarà 

^[dl.. d^ ^ dL. d^lH:^] i e perciò avremo 

jJL = d^^ == dL,d^k:3) + d^.d^SEé: Nella stess. 

X X ^ P n q . 

guisa se fosse yzi^ F(p ,q r)^ rappresentando per F una fua« 
spione qualunque delle quantità che sono fra le partntesi^ e per 
p^q%r funzioni di x^ noi avremmo 7 scrivendo per semplicità 

F per. i^/',3.r), d^ = ^^•'^J'^ ^h^^ ■*• ^T'^T 

e cosi di seguito • 

Si dedurrà dsil fin qui detto questi^ conclusione generale r 
Che la derivata . prima di una funzione composta . di * differenti 
funzioni particolari è la somma delle derivate prime relative a 
ciascuna di queste funzioni medesime^ considerale separatamente 
4d independentemente tuna dal f altra. 

Questo principio combinato con i precedenti servirà a trcu 
vare le derivate prime di tutte le diverse funzioni » eguaU 
mente che le derivate degli ordini superiori. 

§• 8. Passiamo a farne alcuni esempi • Se per X ^i indica 
una qualunque funzione di Xy s'avranno, secondo ciò che si 



e 



TEORIA DELLE FUNZIONI ANALITICHE. 75 
h detto, le derivate prime di X^^^LXi^a ^sm.X^cof.J^f 
cosi espresse 



X X ' X 

ai^ X X 

X X 

« X 



• •• > 



— -- • Tir-- " *. 



l..._t 



JC05.X tr jX ^ ^ 

X X " ' \ ' ' • j 

e fc loro derivate seconde' sartanb ' 

i±x^ --/?^*-i t2 -^ tp^^z 7x 

«^ x^ X 



72^*^ _. ^ JZ"^ ^ jX 

» ^' ^ ^ — -* " V • ^ "^ ■•^ Va • ^*" — 



d^^~ — ss cosXnd^—c — senX.d-^ 

X x^ X . . a 

^' ' =« -— d^-^sen.X '^ d^ .C05.X . 






c cosi di seguita ; 

'Applichiamoci pia particolarmente alla derivaaione di afcime 
determinate funzioni analitiche sia algebraiche | sia trasceo^ 
denti composte di una sola variabile x. 

Sia proposta ^a funzione afgebraica («+ÌJM-^Jtf*-+* . . ^ cct)^ 
essendo a , ^ , e , èc. quantità costanti^, ed 7» un nuniera 
qualunque , e s'avrà» chiamando y questsr Itftazictaf;:! . 



/ 
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S^ ix wCV^- hx -H ex» -i- ce. )""*(* H-' *« -i^ ec. ) . 

Sia per un altro esempio T espressione 






Ar • ^r 



E' inutile trattenersi sopra altri esempi. 

$. 9. Se la funzione y fosse datfi per una equazione qualun* 
que fra Jif e y, cioè per F(x^y)=z o ^ ecco come potrebbe 

aversi la derivata prima di y » cioè /2^ • 

T 

La dipendenza frii x t y h detefrmiaata tfair equazione 
^(^>y)=^9 ^à quale thrve aver luogo per qualunque valore di 
x: Questo dunque dipende dal nostro arbitarip : Una equazione in« 
fatti fra due incognite non può determinarne che una per Taltra 1 
e ne lascia per conseguenza una alla libertà dtl Calcofatore • Se 
noi avessimo soltanto F{x,y)^ le due variabifi oc,y sarebbero 
independenti ; o considerando y come una funzione ^ x i 
questa sarebbe una funzione indeterminata di x» 
: Ora se » diviene x + tr la funzione Eix^y^ diverrà 

K^>^)'+ P«4-^0. — H- ce. essendo P la derivata prima 

di F(.x^y).j X^. la* derivata seconda ec. e perciò ( S* ?• ) ^ 
priaù idue termini «delta serie supcriore saranno . 

•^ y J • Ma 
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Ma per la ^ependenza cfac regna lra^:xyy^ deve ^ «ssere 
sempre egu»fe*a zero» qualunque aia y, la funzione F(X|>)« 
dunque converrà eiie la aerie » che esprìme il valore di 
^(^>y) quando x diviene xHh#f 6Ì« zero ^ ed in conse* 
guenza i* coefficienti delle diverte potenze della indetermioaca 
m siano zero da se medesioi; dunque 

d ^ ^ d^ . d^^l..-^s^ = o, dalla quale si ricava 

5C X ■ • v 




Prendendo la derivata prima della derivata d^ , s avrà la 

. • ; ' ) L'^ ? * ti 

derivata seconda dry I Cioè d^^ e così di seguito. L'equa- 

. . ' «^ 

zione F(jc,y)=?o conduce dunque l'equazione 
^S^4- i£- ,d&^=z:c(. che è la di lei derivila prima : Questa 

X X y 

condurrà un', altra equazione,. che sarà la sua deyvata prima, 
o la derivata seconda dì F^x^y^ s=: o: La derivata seconda ci 
darà un' altra equazione ^ che sarà la. derivata terza, e così di 
seguito: Risulta di qui questo Teorema inportantissimo. 

Allorché si ha una equazione qualunque fra due variabili x,y; 
l'equazione sussiste ancora fra le funzioni prime di tutti i suoi 
termini ; e così fra le funzioni seconde dei medesimi , ec. 

Si chiameranno queste nuove equazioni , equazioni derivate 
del frimo , secondo , ce. m*"'^ ordine se contengono le 
derivate prime ^ seconde^ ec. m«"«« . 

Si vede ancora l'uso esteso, che si può fare di questo 
ramo d'analisi derivata nella soluzione dei problemi. Se in* 
fatti la soluzione di ud problema* dipeada dà una' equazione 

fra 



• 



• 
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fra due . variabili ^jr , y ; « possono avere per metzo» del 

Teorema «upcrioie una infinità di akrc equazioni sussidiarie 

derivate da quella, che hanno luogo insieme con essa, e delte 

quali ciascuna contiene la soluzione del medesinio problenìa ; ii 

• • • * 

vedrà tutto ciò chiarameotc nelle applicazionr dr queste teorie. 

$. IO. Sia Fx una £unziooe qtialunqtie di x^ se in essa si 

pone xrhm io vece di ;c , si ha come abbiamo dimostrato 



FCx+'ta^z^LFx^d^.o^^d ^ • — ^ d^-%.* h ce. : 

Ora non sarà difficile provare che si potrà prendere «r tanto 
piccolo , che terminando la serie a qualunque numero di 
termini , V ultimo termine che si Tascia , sia maggiore della 
somma di tutti quelli che si trascurano • Infatti se volessimo 
arrestarsi af terzo termine per esempio ( vale if medesimo 
ragionamento per qualunque termine , cui si volesse finire 

h serie y — • d^^ , rappresentiamo tutti i termini che rest»- 



no per — P^ indicando per /^ una quantità di questa lor. 



ma a*+^ bm ^ Ci$!^ «h ec. Posto questo avremo 

~ P : ^ ^ ~ : t » P ; d-^ i dunque se nella ragione 

2' S^ X ■ ' X 

Fx . , , > 

(sP '. d-^ si diminuisce continuamente il valore di m^ Tante-' 

cedente* diminuirà restando costante il^ conseguente* Dunque 
i>on solo potremo col diminuire » rendere V antecedente egua^ 
le al conseguente, ma ancora ridurre T antecedente »? ad 
essere minore del conseguei>te medesinK); ed è evidente che 
trovato un tal valore per ^y, a più forte ragione tutti i valori 
più piccpli di quello goderanno' di una tal proprietà # . Bsseo» 

d» 
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do jduaque ìd' questo caso 4» P «^ i^-— ^ avremo ancora 

•— » -^ — /— : Rcirta acfunque dimostrato che jiellp sviluppQ^ 

in serie di una qualunque funzione F(x«4-i«) seeòtido le 
potenze di #, potrà prendersi a» cosi piccolo^ ctie un cerAviiK! 
qualunque di quella serie sia più grande 4^Ila somma dei 
termini che seguono, ed allora ogni valore di ^ *pm piccolo 
di questo soddisfarà alla stessa, condizione • ,, 

Questo Tisofema è uno dei fondamentali nelK attuale sistema 
di derivate: Dimostriamone un altro non meno interessante 
di questo • 

$•11. La formola dèlio sviluppo in serie della funzione 
FC^-H>), è come si è veduto ( §• ^* ) ^ •"' 

Fix-h •) = Fx 4- «F»* 4- — F'Jf -H ^ i^"Ar H- : ,. . 



Fx 

indicando per F^^'^x la derivata m"**?* d"^^^ e ciò per^ 

che ci. resterà pii^ comodo^nel calcelo vellp^^ianlO'pier (are. 
Suppoiijghiamo che arrestandosi al termine- ^ 

— . .F^^^^^x si voglia calcolare il vàlor# del resto * 

che si. trascura : Per questo facciamo 



■ • • •■ • 



R = jPCn);,^ J^ F'n-f.1)^^ ...^^^^ F^^+^^JT 4- ce. 



Se ora sf prende lo sviluppo di- i^^^:V'-H^7rVsse*ndò 6 
uua quantità qualunque ^ pttenemor. i^ 
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rjF<n)(j^^.é)= F^'»>x-t- 6Fv'«+*)jc + — /^""^^^x + te. z Si 

paragonino le tre serie una che nasce dalla sopposizione di 
t=so, nello sviluppo di F'^C^H-fi)^ l'altra che sta la serie, 
che SI vuole trascurare indicati per K , la terza cbie nasce 
dallo sviluppo di i^''^(x-Hd') facendovi 6-=: et, e a* avrà 









J<«)(*+» )=3F(«)x 4- — F^"-*"' V -h f^F^''-*-*^^ 



• t I 
1.2 



I primi termini di queste tre serie sono tutti eguali a 
F'^^x : Rapporto agii altri termini è facile osservare che 
ciascuno dei termini della serie » che rappresenta Rp t mag- 
j^iore del corrispondente neUa serie superiore ottenuta per 
* JF^'^'C^ -H o} I e mioore del suo corifispondcnte.. nella serie itu 
feriore ' ottenuta per f^^^^x + # ) ; di modo che se in vece 
di 0^, si prende nello sviluppo di F^''^\x'+'m) una quantità 
alidóre^ di 4Ìssà » tutti i termini di quello sviluppo diver- 
ranno miin^ri e. s^appros^inienimid ad essere eguali ai termiài 
conponentt il valore di J{; Dunque R sarà eguale a 
JF^'^Vx H^ 6) , supponendo d maggiore di zerO| e minore di «^ 
Avremo acftnquc ' 

JP^Af 4- #) == Fx-i- •F^-h — -F^^ 

a 



Hr ■ ■■ ^f'^^^^x^ -^ FW(3c+d) essendo 

O o, '^#. Per quanto 6 sia una quantità indeteroMnata , sono 
però determinati i suoi limiti . 

« Si 
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Si deduce di qui ques.to Teorema : 

Teorema; 

La serie infinita ^ nello sviluppo di F(,X'^9i^j^ .^nforyjnciando 
da un termine qualunque , è sempre eguale al valore dì questo 
stesso termine ponendovi x + b in luogo di x ^ essendo 6 mìm 
quantità contenuta fra o , e t^* 

Questo Teorema potrà in molti casi servire a calcolare il resto 
dei termini, che non si ritengono in una serie, della quale 
la convergenza non sia così rapida da poterli impunemente 
trascurare , senza temere d* inesattezza bei risultati • 

Si faccia nella formola qui sopra trovata per lo sviluppo 
finito di F(x+ #), Ar=iO) #=r;x, e s'avrà la ibrmola the 
esprime la serie | nella quale si sviluppa Fx secóndo le p&g 
ttnzc di X , cioè ' • • 

Fx = Fo -H xF0> ^ìt^oH- ~f"'o H- ..;,'• • • "t 



a a.} 



^ ' 1 ^ 



x"-» «r„-,>. ■ *" ' '' '" ■' 



. jrCn— Oo -H ■ — •. /"^6 , .essendo 6 una qua» 



» • ■ * 



2.}. .. . n— i t.| ..... n 

tità indeterminata contenuta fra o/e x. 

Siccome » può essere qualunqile/òòìì' è Inutile d'^vveprire 

che si può terminare la serie ar ifccondo-i-*tìrzOv Quatto, *^'e>e. 

termine col farvi 11= 2^ 3.4 4:^ ec, .. \t . , a 

Diamone alcuni esempi • 

1? Si voglia sviluppare in serie secondo le pottnn* 9i^^ì 

la quantità ■ , ■ , e non si vogliano prendere che due 



termini delia, serie, tenendo contB dtf resto. Avremo 



la 4<^esto ' caso 



:c , -^ .' ■"' 1 "'■ 
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F(* + à»)=^-^, e perciò a = », e 



. {/ 



F:v = — : Si ricava di qui d^^ = f 'x =: — — r i 
<ì*-2 =i F * =^ -T- , e perciò 



t. r 



rXx4-fl)=a= ^^^3)3 : Dunque 



a* 



essendo :A una quantità contenuta fra. o, e a . . 

Infatti pcir le secbplici regole /della divisione si ottiene 

: Ora il denominatore di 



quest' ultimo termine^ che s'ottiene con la divisione , è 
x^ •{- ax^ : Quello che si ottiene per il dimostrato Teorema è 
:«' -f- 3x^6-1- 3^6^-4- 6*-; e si vcdp chiaranxente che il vaio- 
re di fi deve essere ^intermedio fra zero ed a;*pofchè facendo 
6 = si ha soltanto x* , che. è minore di «^M-a-^^^» e 

iacéndo 6 = a, s'ottiene *'. 4- S«^*^ ■+•}«***+• 5«*» c**c è 
maggiore di x^ «4^ zax^ vero- denominatore del re^^ • 

a? Con lo stesso teorema si cerchi la serie , che espr^ine 
IV^ H- I f arrestfuidosi al terzo termine .• 



■.I • ^ ^ 'ì' 



X . , X?: 



Avremo V^ •+• i = i 4* "^ — ' ■ '9 'essendo 

Sia ^ r=: — £ avremo 

?" - . j _ - . • - 

^ V — — ' — ^ — ^ j essendo 6 un numero contenuto 

fra zero e — |. Se si fa fisso, si trova V "^:=? i H-. jJi 

che 
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che è maggiore della vera radice dì l: Se si fa 6=: — £ si 

trova Vi = i -^ -4 clic è minore della vera radice ; ma 
preso per d un numero intermedfo per esempio 6 = ^» J si 
trova Vi = J*— j^^^, che è minore della pfìmk espressioae 
di quella radice e maggiore della secondai e se si facesse 
£=:|Vf -~i si troverebbe esattamente i per U radice 

ài i. 

i. 12. Sia F(x^y) una funzione qualunque di due varia* 
bili, tgli è chiaro che dai questa funzione si potranno deriva- 
re delle altre funzioni secondo la legge prescritta al $. i. , sia 
per rapporto ad x, sia per rapporto ad y ; sia per rapporto 
ad ;c e ad ^ nello stesso tempo. Se rappresentiamo per z 
quella funzione di :c e di >, le derivate rapporto all' x s' in. 
dicberanno , secondo ciò che si è detto sopra p per 

X X* ^ x^ ^ x^ 

V intervento dell' y non altera nulla ì risultati per trovare 
queste derivate rapporto ad x | poiché esso vi è considerato 
in tutte quelle operazioni di derivazione come una quantità 
costante, sopra cui non si fa alcuna supposizione • * 

Le derivate per rapporto ad y «^s' ìndiòheranno egual- 
mente per , 



1 ■- *».. . s ' . -Ili-».-» » • ./' 

* M. 



2 2> 2 TTl i 

d — • . d ~; , «'""a .... » ~~i . 



La derivata del primo ordine d-^, rapporto ad x,^ è una 

funzione divedi y: Indichian^la^er u. Se da questa 
funzione u considerata come' ^^lerivatrice , si ricava la sua 
derivata prima rapportò àtf'y, avremo per questa dcri# 

vata ♦ :. • ■ ■ -:'^. . ^' .: 

La d 
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d^ 




i^= 


3Ì-^S 


^d^-^. 


X 


y . 


*y 



> ■ . , . r , , 

V 



indicando col i^ 1« doppia opcraaione che- si £a .$Opra zi 
prima per rapporto ad x^ poi per rapporto ad yi e questa 
derivata' si chiamerà ancora essa derivata seconda o del secon* 

do ordine della funzione z\ così d *— - sarà la derivata 

deir ordine if -H i , facendo n derivazioni rapporto ad ;^ « ed 
una rapporto ad ^ ; è manifesto in generale , che se si volesse 
la derivata dell' ordine emmesimo rapporto ad y » della fun- 
zione ^-^ presa come una derivatrìcci questa derivata sarebbe 

indicando per d^'^^ un numero w -l- » d* operaebni di dcri4 



yazione » ir rapporto ad x^ ed m rapporto ad y • 

Se la derivata prua» rapporto ad y si volesse considerare 
come una nuova funzione derivatricei e prenderne la derivata 
rapporto ad % , è auinifestp perciò cbe si è detto qui sopra p 



2 



che questa derivata sarà indicata per d^*^ , dovendo fare sopra 

z prima una operazione di derivazione rapporto ad y ^ poi un' 
altra rapporto ad jr« 
$» 13* Ora non è difficile dimostrare che 

^^i e= d^S , 

. ;?» y^ 

Cìc^p che si har lo stesso risultano prendendo la derivata 
seconda di una funzione col fare sopra di essa V operazione 

di 
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di derivazione pci'ma per rapporto ad x^ poi per rapporta, 
ad > ; o viceversa . 

Infatti se si suppone che i», é Jiano le due indeterminate v, 
delle quali si suppone die aumentino le variabili x ^ y in 
FCx^y)^ s^avrà Secoittlo il Teorema dimostrato al $• a* 

e facendo nei due membri df'f sesta .equinittiie iàubentare la 
y dell' iodeterminaU 6 , :t*»v«ài ' f" > ' ' ' 

iS e 4-/?*-^ . 6 «-*-<f'^ . ~ .'é-h ec. 

. y " \H ■ .PTH^ t '.•:■.' ■■. ' 



:t 



Lo stesso Teorema ci dà . . ^ - ' ^^ 

F(A:,yH-fi)=:F(x,y)+^y • fi -4- ^^^ . ^ -H ec. 

e quindi 

;v yx y^x 2 

d' v-a- , — -f- ec. 



*' 3.J 



S'avverta cbe F tiene luogo di Fi^tc^y), 



Ora 
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Ora dovendo essere identici i due sviluppi sarà à^ — = 

d^-^ 9 ciò che volevamo dimostrare r 

Si ricava di qui a^ * — =s d ' — ^ : Onde se si 

itvt fare un cèrto minsero di volte una derivazione rap- 
port9 a più y.M'iabili , è lodiflFerente T ordine^ che si ha 
da seguire nel fare questa operazione: Si può ìnconstoctare 
dal fare le derivazioai rapporto ad iipa . variabile uà certo nu« 
mero di volte, poi passare alle derivazioni rapporto air altra 
variabile ;, c|uindi, t09:nare . a defivafe rapporto alla prima e 
'viceversa m/queirordint^ che più ci piace. Per esempio sia 

«.«s.^xV..— |3^f--H4ix?f avremo d^^ derivando rapporto 

ir 

rjkdi y ii valere di ^^-5 : Ora d^--^ = 6y -H 24* , dunque 



Z ^ ^, .. • . 3 



d^^^^si 6. Nella stessa guisa d^ =: 3^:^— 3y% e perciò] 

.«.■• ^ ' •■". •> '. 

d^' ^ , 6 come sopra • 

Da ciò the si è cfetto\:è facile vedere che .una qualunque 
''funzione is .di due variabili ha due derivate di primo ordine 

y d^^r^ d^: ne ha tre di secondo d^-^ , d^^ , ^*A ^ quattro 

X . y , x^^ xy* y^ ^ 

del terzo e, così di Seguito. 
S- 14- Siccome tanto d^ derivandola rapporto zd y, che 

d-^ derivaodola rapporto ad x conducono allo stesso risultato 

d' 
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à'^^^ ne segue 9 che le due derivate prime di una medesima 

funzione di due variabili , sono legate fra loro per questa 
legge t La derivata prima rafpQrto ad y della derivata prima 
rapporto ad X deve essere la medesima^ che la derivata prima 
rapporto ad x della derivata prima rapporto ad y ; di modo 
che se la funzione F(x^y^ deve indicare la derivata prima 

di z rapporto ad x, e 'ìr(x^y) la derivata prima della stessa 

F fb 

z rapporto ad y, noi dobbiamo avere d^^ r=z d^ s in gene- 

rale affinchè si possa supporre F(^Xyy^ = d ^^ ^ i 

*(*,y) s= dP"^^^^ è neceisario che fra K^, y) t "^Cx, y)^ 
abbia luogo questa equazione : 



xJ^yl,x^.y^ x^y^ 

xPyt x^yf^ 

Questa equazione esprime la condizione, che deve aver 
luogo fra due date funzioni dì x e dì y f acciò che queste 
possano essere prese per le derivate d'un certo ordine di una 
medesima funzione» 

§• 15. Sia :( una funzione di due variabili, data per una 
equazione qualunque F(x^y jZ):=zo {r2i x^y^z ; e si diman« 
dino le derivate di z dei di£Perenti ordini . 

La dipendenza che regna fra le tre variabili x^y^z^ è de« 
terminata dalP equazione F(jXyy,z)^o^ la qual^ deve aver 

luogo 
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luogo per qualunque valore di x e di y; di 0odo che le 
si avesse soltanto F(^»jy,«)f le tre variabili sarebbero indipen- 
denti , o considerando z come funzione di 4f e 7 , sarebbe z 
una funzione indeterminata di x e di y« 

Ora se x diviene *-Hw, e y diviene y-hd, la fanzionc 
K^^JVf») diverrà 



m^ 



Kxyy,z) + P^^Sl h ce. 

2 

-t-P'flH- C^'wft + ce, 
-H Je"l. -H ce. 

essendo P la derivata prima di FCof^y^z) rapporto ad x ; F' 

la derivata prima rapporto ad y ce» dunque ponendo per 
P\ P le di loro espressioni ( $• 9. ) , avremo 

K « . ?• * « ) -i- ['^^ -H ^-7 -y^] « -4- ec. 

l y " . yj . 

IVla per la dependenza che regna fra ^^y^Zy deve sempre 
essere nulla la funzione F(x,y,:() qualunque siano \^,^; 
dunque converrà che la ritrovata serie , la quale forma il di 
lei sviluppo quando le due variabili Xjy^ aumentano di » 
e di 6 respettivaraente , sia zero, qualunque d*altr*ondé siano 
ì valori di ft> e di 6; dunque i fcòeflìcienti delle^ diverse p<>« 
tenze e dei prodotti delle indeterminate w, 6 dovranno essere 
2er0| da se medesimi; dunque avremo 



(0 



X X ' 2 

d — . -f" d — . d — ■ S2= o 

y y y 
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jP tiene luogo di Fl(xiyi%): Dunque se fra tre quantità 
variabili sussiste una relazione espressa da questn equazione 
jF=o, necessariamente fra le stesse variabili avranno anche 
luogo le due relazioni espresse dalle equazioni (1): Vale a 
dire sussistendo una equazione. F=:o fra tre variabili x^y^z^ 
sussisteranno anche le due derivate del prinao ordine della 
medesinsa equazione , una rapporto ad y » T altra rapporto 
ad ;c , e considerando z come la funzione delk due altre 
^ , y ; ovvero essendo x^y le variàbili rapporto «Ile quali si 
ia Io sviluppo . 

Ciascuna delle due equazioni (i) è suscettibile d'essere de- 
rivata e rapporto ad ^ , e rapporto: ad y: Così avendo luogo 
o sussistendo T equazioni (1), sussisteranno anche le quattro 
equazioni che si potrebbero derivare da queste ; queste quac« 
Irò equazioni sono i.^ la derivata della prima equazione rap« 
porto ad x; a«* la derivata della detta rapporto ad y; 3.* la 
derivata della seconda rapporto ad x ; 4.^ la. derivata della 
detta rapporto ad y« Di queste quattro equazioni la a.* e la 
^.^ sono identicamente la stessa cosa» poiché ciascuna di esse 
è la derivata del secondo ordine di F=3 presa per rapporto 
ad Ji^ e ad y: la !•* è la derivata del secondo ordine di F=zo 
presa due volte per rapporto ad Jr: la 4^ è la derivata del 
secondo ordine della stessa Fsso presa due volte per rap* 
porto ad y : Dunque si concluderà che sussistendo fra le 
variabili x ^y ^z^ la relazione espressa da F =r o , sussisteran* 
no di natura sua fra. le : dette variabili anche le relazioni 
«spresse dalle due derivate del primo ordine di F ss o ^ 
e dalle tre sue derivate del secondo ordine della medesima 
JFs=0. 

M Si 



X 
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Si può conclodere in generale che sussistendo T equazione 
F ss o , qualunque sua derivata dell* ordine (i» -h »)•""*• presa 
m volte rapporto ad jì: ed » volte rapporto ad y ; qualunque 
numeri interi siano d' altr' onde m , » , ci darà una equazione 
che sussisterà insieme con essa. 

Si vede come potrebbero estendersi questi risultati alle 
equazioni fra. un maggior numero di variabili. 

$• i6« La natura delle equazioni derivate rapporto alle 
equazioni , da cui sono state dedotte , e che si chiamano equa« 
zioni derivatrici , forma la parte più inportante di questo ra- 
mo d' Analisi : Per indagarla e dare a questo riguardo degli 
interessanti Teoremi per il calcolo inverso » noi andiamo ad 
occuparcene . - 

Consideriamo una equazione F{x^y)z=zo fra due variabili 
qualunque x^y , e quante si vogliono costanti a^b^€^ ec. 

Indichiamo per FXx.y^^szo la sua derivata prima rappor^ 
io za X ^ ^tx F\Xiy)zsSkO la sua derivata seconda, ^d in 
generale per f^'^^Cx, y ) = o la sua derivata n*H»« . Le costanti 
il I ^ ) f , ec. o si eliminano da se medesime tttìS equazione 
di derivazione, o restano inalterate nelle diverse equazioni 
derivate , e ciò secondo la natura dei di loro coefficienti • 
In quest'ultimo caso ( giacché nel .primo ha luogo di sua^ 
natura quanto siamo per dire per il secondo ) potremo per 
mezzo delle due equazioni F{x , ^) = o ^ F^k ,>)==: o , che 
sono r equazione derivatrice e la sua derivata prima , elimina* 
re una delle costanti per esempio ii, ed otterremo allora una 

equazione in x^y t d^ alle derivate prime , la quale conterà* 

ra una costante di meno che la proposta 9 ed avrà luogd 
nello stesso tempo con essa . 

Dunque 
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Dunque una equazione derivatrice contiene o può in ge« 

lìerale contenere una, costante dì più, che una equazione alle 

derivate prime, che da essa dipenda . 

Nella stessa guisa eliminando due costanti per esempio a^k 

'per mezzo delle tre equazioni F(Ar,^)=2 o , -F'(^,^)=: o , 

J^''(^,y)=c s'otterrà una equazione in x^y^d^^d^^^ 

alle derivate seconde, la quale conterrà ^ue costanti di meiiO; 
che F(x,y) =ro. * *> ì ,' 

Dunque una equazione derivatrice 9didhi quale dipenda un»! 
equazione alle derivate seconde» deve : contenere in generale 
due costanti di più che essa • 

Continuando lo stesso ragionamento st vedrà che una equa* 
ztone fra due variabili x,y: alle derivate, dell' ordine n^^j» 
contiene o può considerarsi contenere- un numera 11 di costami 
di mcDOt che T equazione deriv^i^trice da: cui sji supponga .def 
rivata: Viceversa una equazione deriyatrice conterrà un nu- 
mero n costanti di più che l'equazione alle derivate n*'/"^^ 
da essa dedotta • 

$. \7» Sia ora un' equazione qualunque jF(^,>., :()2=o fra 
tre variabili ; Questa equazione derivata per iri^porto ad x 
e per rapporto ad y^ ci dà due altre requazippi (« $• ^* }, che 
hanno pur Iqogo insieme con es6a ; Indichiamo Ja 'proposta 
equazione per J^s:e, avremo ^ 



X 



d^.dL 



d^^ «4* d — . J— ' 

y y « 



\ 



• t 



per le due derivate del primo: o^ine della .preposta ^ Ora se 
la proposta coAtieoe due costanti 0^Ih,:h fvjdente che se 



M a 



queste 
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queste stesse costanti si troveranno senza aver soflFerta alcuna 
alterazione nelle due derivate , potremo per mezzo di queste 
tre equazioni eliminarle: Otterremo allora una equazione in 

» 
2 2 

^9^9 ^"^ f ^^» ^H^ derivate del primo ordine , fa quale suf* 
X y 

siste insieme con JPsso, e conterrà due costanti arbitrarie 
di meno che quest' ultima: Dunque utia equazione dcrivatri* 
ce fra le variabili x^y^z contiene in generale due costanti 
di più che una equazione alle derivate prime , la quale di^ 
penda in qualutique maniera da essa • 

Della proposta equazione ^F c=o prendendo* non solo le sue 
derivate del primo ordine ( $. 5* ) ma ancora le sue deri* 
vate del secondo, s* avranno altre cinque equazioni , che sus* 
fisteranno con essa. 'Se adunque la proposta contenesse cinque 
costanti* arbitral'ie, allora per mezzo delle sue cinque equazio- 
ni derivate del primo e del secoàdo ordine « potranno elimi^ 
isàrsi da lei queste cinque costanti , ed otterremo allora una 

equazione in x^y^z, d^,d^ ^ d^^ , 4*^, d^^ alle dcri-é 

vate del secondo ordine , la quale sussistendo insienape con 
l'equazione Faeo , conterrà però cinque costanti di meno 
che essa : Dunque data una equazione alle derivate del se^ 
condo ordine fra tre variabili x^y.z^ delle quali una z ù 
considera funzione delle altre due ^ V equazione derivatrice dal* 
la quale può considerarsi dedotta, deve contenere cinque 
costanti di più che T equazione data. 

. Se si passasse alle equazioni derivate del terzo ordine , si 
dedorrebbero da Esso altre quattro equazioni, che avrebbero 
luogo insieme con essa, e eoo le mnque equazioni alle deri« 
vate prime e feconde aopra citate: S' avrebbero allora dieci 

cqu»> 
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cquauoni, che sussisterebbero dtllo steiso tempo» per tnexzo 
delle quali M potrebbero^'^'i^limiOiMre' oovt coÉtanti- arbitrarie « 
II risultato di questa éljininàiionf sarebbe una equazione de^ 
rivata del terzo ordine» e questa avrebbe luogo insieme eoa 
la proposta,' e-coatenrebbé un nùmero nove dì costanti di 
meno che essa. Dùnque data una équaki^ne alle derivate dei 

terzo ordine , ¥ equazione derivacrice dalla quale deve con« 

# • 

siderarsi dedotta , conterrà oovcf costanti di più di lei # 

In generale si véfdrà che data ttha equazione F'rsio fra le 
variabili x^y^s^-^ ti può da essa dedurre una equazione alle 
derivate tì«««« t'I* quale contenga un numero 
(n^i\(n^2) _ ^ ^^. costanti di meno che la stessa F=z ù ; 

Viceversa data una equazione alle derivate n«*'"^^ , l'equazione 
derìvatrice , daHa quale si considera dedotta , deve contenere 



un numero 

% 



zione derivata medesima • 

$. 18. Se r equazione, fosse fra quattro variabili 
F(jr,y,«|ti)=;0| o più semplicemente i^sso: Secondo ci& 
che si è detto ( $. 5. ), sussisterebbero insieme con essa tre 
equazioni alle di lei derivate prime rapporto ad x^y^u^ 



cioè 


- i ** 
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Elimiaarvdo per nsezso di. ;quesie ^tite equazioni .tre costantf 
dalla proposu equazione , s^ayr^ uoafvcquàziooe tilt derivate 

àtì primo órdine in Jtr,y,i,ff ;'^— j'^/f— ', <f— la quale con- 









terrà tre costanti di n^no dell;i -equazione £=8 o.: Dunque 
una equazione derivata del primo ordine a quattro variabili 
ha per derivatrice una equazione ^ che ^contiene tre costanti 
di più che essa • Passando alle derivate seconde^ si hanno 
altre sei equazioni^ che avendo luogo insieme con Fszio ^ 
potranno eliminarci dalla proposta altre sei costanti arbitrarie ; 
così si potrà dall' equazione f=o dedurne uk)' altra alle de* 
rivale seconde, che abbia luogo insieme con essa 9. e. contenga 
Dove costanti di meno: Dunque F equazione derivatrice di 
una data equazione derivata del secondo ordine fra quattro 
variabili conterrà nove costanti di più cbe quella deri» 
vata • : . ^ 

In generale una equazione derivatrice di una derivata dell^ 
ordine n^>"^ fra quattro variabili contiene on numero 
(n^-0(n-t-2)(n^?> ^ ^ j. ^^^^^^j ^ .^^ ^^^ j^ medesima 

derivata • 

. Disposti i risultati , che abl^amo ottenuti lineila seg)>eote 
tabella scopriremo la legge, che ci determina il numero àt}/^ 
costanti , che convengono alle equazioni derivate ad un mag;^ 
{ior numero di variabili» 



«£j^^ 
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I numei*! che sono nelle caselle incerne della .tavolai tiptu 
nono quante costanti di più si devono ritrovare nelf equa- 
zioni dcrivatrici che nell' equazioni derivate , le quali dalle 
dette derivatrici dipendono • Cos\ volendo sapere quante 
costanti di più conterrà una equazione derivatrice , che ap« 
partenga ad una derivata del secondo ordine fra quattro va« 
riabili , si cercherà il numero che è nella casella corrispon- 
dente verticalmente al 4. Var. ed orizzontalmente all' ordine 
2. , e si troverà 9. La derivatrice di una derivata del se« 
eondo ordine a quattro variabili conterrà 9 costanti di più . 

$• 19. Il medesimo principio , per il quale abbiamo di* 
mostrato che f equazioni derivatrici contengono un maggior 
numero di costanti che Y equazioni derivate ^ servirà a dij 
mostrarci che fra le derivatrici e le derivate regna un' altra 
dipendenza I per la quale le prime possono contenere delle 
funzioni di quantità variabili , che non si trovino nelle 
seconde • 

Sia r equazione F(jr,y ,«,4)p)-=o una equazione fra x^ 
y^Z t ^p indicando per (pp una funzione determinata o inde^ 
terminata di ^; e ^ una funzione conosciuta di x^yfZ^ 

Si prendano le due derivate prime rapporto ad x e ad y 
di questa equazione, ti avremo l F(x^y^Z9<pp) s* indica 
per F % t <pp per (p semplicemente ] 

X X Z l, % X X J p ff 

iLj^d^.dL^\di^.di^ ^dL\dS^.d^ = 0. 

Ora per mezzo di queste due. equaatoni e -dalla proposta 
F=:o si possono eliminare le due quantità (pp^e d^ sua 

de- 
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ijerìvm prioMi ed ^facile vedere che il risultato di questsi 
cUminaaiofle sarà una equazione alle derivate del primo ora 
éint, cbe àvr) luè^o tosf^mtC' eoo-:Ia proposta, e non con» 
tetra la funzione <pp , che si ritrovi^va nelU proposta mcde« 
sima : Dunque una equazione qualunque derivata del primo 
ordirne fra tfe variabili contiene una funzione di nredo che 
redazione derìvatrice , dalla quale pttò essère stata dedotu a( 
Dufiqtfe proposta una derivata* cfel priftio òrcEae fra tre vm^- 
fiabilf f si pilÀ iÉMème^bhe fa- di' lei defivatrice devie< conte- 
nére ÓM fìibisioGifr Viabile v; che non ai ritrova in eisà o di 
più cht èssa • 
Faecisuno un c«empk> di questa eHminaaiaiva di funzione « 

Sia l' equazione «---•/ <pf.^}—^rào , per mezzo dell» 
quale e dcHé sttf equazioni derivate voglia eliminarsi la lanziontf 



<7)- 



Paragonata qaesta equazione eoa quella J* ass or j ai h* 



e fatte le debite aottltuaieoà »' «vnnoo k due eqtiaiionì 

jl..^(p^ JL d^sso, per mezzo delle qaall e defla pra^' 
posta eliminando f , //^ , a' avrà V equazione 



5 



t)8 ANALISI DERIVATA .- ^ 

;^ — y J— ' — y J-^ — • e =8 o alle derivate del ptimo orarne : 

Questa ultima equazione : non contiene traccia^ alcuna della 
funzione 9---9 che era nella proposta* 

Per fare sparire da una data equazione Fsso a tre varia« ' 
bili x^y^z due funzioni qualunque. determinate o ìndetcrmi^ 
nate (pp y'^q di due quantità p^ q fuozip^i .data dì x^y^z 
converrebbe passare alle derivate, degli • x>rdi{ii superiori* Ne 
servirebbe per X eliminazione di queste due funzioni; prendere 
le derivate prime è seconde della proposta ; bisognerebbe 
passare anche dìh derivate terze . Per mezzo di tutte queste 
eqiLiazioni derivate non solo potrebbero essere eliminate dall* 
equazione Fssi. o le due funtionr (fp^'^q^ ma àncora una 
costante', che si trovasse nella medesima equazione. 'Non -ci 
fermeremo in queste ricerche , le quali essendo delicate per 
se stesse 9 e della massima inportanza per il calcolo integrale, 
ce ne occuperenio a . parte , in una memoria sopra gF igtegrali 
completi e particolari delle equazioni di£ferenziftli • Si vedrà 
in essa quanto sono inesatte le osservazTóai fatte; fin' ora per 
deternqjnare il numero delle funzioni arbitrarie,, che * deve 
completare gl'integrali delle equazioni a differenze parziali^ 

$. 20* Venendo a dire qualche cosa delle equazioni ad un 
maggior numero di variabili , scabbia l'equazione . 
^(^ jV $z^u^ <p(p , 5 ) ) = o fra quattro variabili , la quale con- 
tenga una funzione determinata o indeterminata di p e di q ^ 
essendo p ^ q funzioni date in x ^y^z^u» 

Sussistendo una tale equazione, porrà d^ essa dedursi un 
altra equazione alle derivate prime , che non contenga traccia 
alcuna della funzione indeterminata ; per questo indicando 

sem 
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Semplicemente per JF^roT equazione proposta ^ e per 9 la 
funzione 9(^,9)1 posta l'equazione i^=so avremo ( S* ;• ) 
le tre equazioni alle sue derivate- prime rapporto ad x^y^ti 

d^(d± + d^.d-!L\\dLz 

tppottQidy:..,d^-hd^.dLÌ.fd^Cd-+^'^''^-)^ 

d^à2.^d^. disdi'. 



d^fd-i-^d^.d^yìd^i 

q\U U 2 / J 9 

Se ora per mezzo della proposta e di queste equazioni deci* 
vate, si elimina 9 , d^ , d^ s'avrà una equazione fra x^y^ 

z ^u ^ le derivate 'del primo ordine ^— , zi— , <J—- , la quald' 

, ■ * • y , 

non conterrà traccia alcuna della funzione 9*^ 

Si concluderà dunque di qui chC; una equazione deriv^trlcq 
fra quattro variabili contiene in generale una funzione di più 
che uDa equazione, alle derivate prime dedotta da t%SìL ^ o che 
da essa dipiend^^ questa fpnzione essendo 9(^,9) vale a dire 
ima funzione qqakinque di due date quantità variabili p « 9 . 

Si proverebbe egualmente che una equazione derivata del 
primo ordine fra cinque variabili ^ ) y , :$ 1 ^i > o) e le derivate 

prime d-^ I d-^ , d^ , d^ ha per derivatrice, o si può con^ 

N 2 %u 
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sidenre dedotta da una equazione fra -le steue varidbiti- caa: 
una funaione ^(pi q ir ) per meszo detta r jcfi minaci ont . di^ 
detta funzione: p ^ q % r* tono quantità variabili date m x^y^ 
z^w^u» Si vede quale sarebbe il risultato per le equazioni 
derivate del primo ordine fra un numero qualunque di va< 

riabili* 

Per eliminare un maggior numero di funzioni arbitrarie coai 
verrebbe passare alle derivate degli ordini superiori* 

$• 2i« Abbiamo veduto al $• 18^ che una equazione derv: 
vatrice fra tre variabili x^y^z contiene due costanti di più 
che una equazione alle derivate prime, che abbia luogo in- 
sieme con esaa 9 e da essa dipenda : Abbiamo anche veduto 
( $. 19. ) che una simile equazione contiene una funzione ^^ 
di una quantità determinata p di più che l'equazione alle 
derivate prime dipendeòte da essa • 

Risulta adunque da tutto questo che data una equazione 



» iZ 



fra x^y^z e le stfe derivate prime /Ì— , d^^ ^ ^equazione 

^ y 

deri vatrice secondo il $• i8. sarà F(Ar,y ,j2r,a|^)s=:o ^ e se« 
condo il $. 19. , sarà flCjc,>,:s,9/y)r=o. 

Ora è facile di provare che queste due equazioni sono 
egualmente generali | e che^ le due costanti a y b possono con- 
siderarsi tener luogo della funzione 9^, quando a^b^ifp siano 
quantità indeterminate e dipendenti dal nostro arbitrio» 

Per questo supponghiamo che le due costanti a^ t ^ con* 
tenute ,neir equazrofie jF=;o , siano variabili e funzioni di 
^1^9%» e di più che a sia una funzione dì b ^ cioè a:sz^b. 
£* chiaro che se la di loro variabilità sarà tale , da xjliveaire 
2ero i termini che esse introducono nelle diverse equazioni 
derivate di F:=;i 1 per mezzo delle quali a' otteneva la di 

loro 
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ioro ;^liiBÌa»iasii^ '<|tte«tc dedirate ( nedeskne come 

sc«4f.<] ilibssero^iiiite'jtóosuiMif: crVk^tterÀ il/meéesuno ri« 
siihato come pclla priii;ia ipotesi t cioè la stessa equazione dc^ 

dvaca del primo ordine in x^y^Zyd^^ , d^^ senza a e ^. 



Ora prendefido Jq due equazioni derivate rapporto, ad « e 
ad y\ 4cir c(|i3azione'iJR[jif5 5?,«i,^,^^s=i o V Vavfà . 

•v w ar li X « » Jl 6 ^ '* <p J 



y y z \ y y z JX. b b 9J 

le quali i^yidentcf&eatersi riducopO' a quelle del $• j8^ se si fa 

\ b ^ b ^ 

dunque se si prende per k tal funzione delle variabili x,^, t, 

xfae sia soddisfatta quest'ultima equazione, s'avrà allora una 

equazione F(^,y ,:^,ip^^t)rzrò^ I| quale conterrà una fun* 

zione indeterminata ipb , e che condurrà alla stessa equazione 

derivata del primo ordirle in ^^y^z^d^r^ 1 ^— senza ic <pi, 

X y 

che a' otteoeva eliminando a^b per mezzo dell'* equazione 
F(^fyi^)^i^)='0 e delle ^ue derivate prime rappoito ad 
a: e ad y« Dunque due costanti indeterminate contenute in 
una( eqitazi^ne dèrivatrtce possono tener lu#go di una funzio- 
ne indeterminata; e la derivatrice sta che contenga le due 
costanti o la funzione, è della medesima generalità: Dunque 
se data una equaziorle alle derivate prime, se ne avesse in 
qualunque maniera l'equazione derivatrice , dde contenesse due 
costanti indeterminate a^b^ servirà per ridurla a contenere in« 
vece una funcione indeterminata i ht% «ss 9^, e determinare 
h per r equazione trovata t ?itvi- 



7 



Prendiamo per un esempio rcqiKixio*i*-:tr*"<i**— ^--^=ròy 
che è la derivatricc deir^cqpiazioQe alle derivate dcL primo 

ordine Z'^x d^^ — y d^^ — ^ = o oticnota col metodo del 

S. ir- 

SuppongbiacBO in questa derivatrice d s <p j , avremo 
Z'—'X(pb'^iyr-^c:ss:9\ e per determiaate i r.iequazioae 

— ;?— «^c//^ —so. Si ricava di ouì d^ sss — -2^. In virtù 



di quest' ultima equazione si vede che *-^ ~ sarà eguale ad 

una certa iunzione di h^ dunque viceversa k sarà tma certa 
funzione di -^ y che indicheremo perh ^C^j • Ora essendo 

<pb una funzione indeterminata di h, anche d^ sarà funzione 

indeterminata ; sarà dunque F^-^J una funzióne rndetermtnarta 

diiL; ed essendo a eguale ad una funzione di bm sarà perciò 

X 

la stessa a eguale ad una certa funzione indetermìiiata di 

l 

Avremo adunque sostituendo per et e per ^ i di toro Vatort 
ncir equazione proposta : / ■ 

z-^ zf'^ (— j -f- ^(^7j • ~J ""^^ = o > ^^ ^" fine rappre» 
sentiamo per ~f(—] la funzione di — , che forma fl 

■^ X- \ x/ X 

• , < • • • 

coefficiente di ;)^ ncIP iijltima equasfot^.,> avremo • 
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>'. -^ .i* .'-.«.^ • 1 ..»..-» • ... «• -^ • 

€ <}uesta I equiziooe, 'alla . qnaSe sL* è - ricòtto la proposta 
^ — fltAT— /y -^ fi ar nrv " contiene | ima faozÌQoé indeterminata 

/f — ì invece delle due costanti a^h. ' 

L* efimtnàzione della funzione ff^j p^i* mezzo di 

:5— y/T-^j — cs=o e delle due derivate parziali | ci dk 

egualmente ( $. 19,) l'equazione 

t — xà^ — > J^ M— cir o, che s' ottiene per rellrainazio- 

^e delle costanti • 

$. 22. Una equazione fra quattro variabili V^x^y ^z^%C)z=zo^ 
secondo ciò che si è detto al % i8., contiene tre costanti di 
più, che una equazione alle derivate prime cioè fra x^y^ 

z^ti% d — , J— - 1 d — • che da essa dipenda . Al S. 20. sì è 
X u u . 

detto che. una equazione derivatrice fra Io stesso numero "di 
variabilti che appartenga ad una sinaile equazione derivata^ 
contiene :una fuoiione indeterminata ffipil) ^^^^^ quantità 
«variabili p,q di più che la derivata medesima; di modo 
che per il §. 18. la forma generale di una tale equazione 
derivatrice è F(^^y, :(,»,ai^»i:) = o, e per il $.20., essa 
è i^C^iy 9 a;f<^9(p(p>9))=:o. Per mezzo dello stesso ragion 
9amento del $• sint- i^i può provare che 1* equazione, la quale 
contiene quelle tre costanti indeterminate , ,e deija. stessa ge- 
neralità che Tallirà, Ja qualp coqtieap ua9 funzione arbitraria: 
infatti si suppongan^Q ji| i^ i. e quanjtjtà variabili^ e di più sia 
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ir sr(p(i, e ). L'equazioni, derij^aCe d^Ua proposta FCat,/,*, 
%ia^^,r)s=:o saraano te stessa /'M aoderanno a scro da se 
niedeiimì i iermiiii*^ che idi vvhinVìtk itile ii^r^^ e ìotfùdtice , 
Freodiamo ìe defiliate de)/ pfi»o ordUve di F^x^y^u ^z^ 
9C*i^),c,*) = o, ed avremo ^ ^,. r .v • f ^ 

.V ^^ ;* i ^^ \ X ^^^ X z/\ b b . 9/ 

V ^ X .z/\ e Q 4f / 

* l'I •-♦*. , 

per hi derivata rajyporto ad x. Le derivate rapportò iA y t 
ad u saranno simiK a questa, e conterrantio y ed tf invece 
di X : Ora è evidente cbe se si deieiminano ^^ e e in modo , 
che essi soddisfacciano a queste due equaaiont 

b b if 

s'otterrà per & e per ^ due funzioni delle variabili ^^y^n^z^ 
le quali ci daranno per » b funzione indeterminata 9( ^ ) ^ ) *^ 
Qtjene tre funzioni trovate per a%lr^e sostituite tfella pro- 
posta F(jr,y,ii^3,4,^,tf)=!a faranno si cbe etta «eòntenga 
invece di quelle tre costanti indeterminate h funziode indtàtermi* 
nata 9(^«?), essendo ^,f i riircvatjl valori et h t èi e^ è 
soddisfaccia neUo stesso tempo atla eqtiaziorne derivata del 
primo ordine , coi conduce va 1- eliminazione di qòéffè tre 
costanti medesime. -^ - 

Si vede come dovrenuno regolarci per^^Peqoazronf d^QO' 
maggiore numero di variabili s r. 

r I • • • I 

§. 23. Rappresentiamo, come ài J/ilS. , pef fix.y^ctyhtt.yssi^ 
ma eqiaazione qualuaq;ue fra le * variabili n^y t quante isi 



TEORIA DELtE FUNZIONI ANALITICHE. 105 

Vogliotìo costanti a § b ^ te. Siano F'( « » y t a , ^ , ec» ) =: o , 
JFXx ^y^a^bf ec.)=o l'equaasioni derivate del primo e secondo or« 
dine. Per mezzo delle due equazioni Fr=o«F'=so si può eliminare 
o la costante a , o la costante b : S' otterranno in questa guisa 

due equazioni in x^y e d^ , che rappresenteremo per 

^>(^9y^ ^ »*) = •> fX^^y* ^^ • ajsso, una che non 

conterrà la costante a, l'altra che non* conterrà la colante b. 
Queste due equazioni avranno luogo insieme con V equazione 
f:irzo. Se si prendono adesso -le derivate prrme dì queste 
due ultime equazioni' e s'indicano per 

^'(x$yyd^^bjzszOi'Ìr^nc^y^d^^ajz:so^ h evidente 

che per mezzo .delle due equazioni 9 = 0,9^:^10 si potrà 
eliminare la costante ^/é s'avrà una equazione Pssso alle 

derivate del secondo ordine, cioè in 5c,y , //i^ , Ì^-=£ , che 



-rfr 



X X' 



avrà luogo insieme con la proposta F=(», e con la 9=0. 
Questa equazione del secondo ordine PssiO conterrà due 
costanti di meno di Fz=zo^ ed una di meno di 9szo. Se 
egualmente per mezzo <lelle due ei|ua troni "ì^cso , 'i^'rso 
s'elimina la costante a, s'avrà un'altra equazióne ^r=o 

dlle derivate del secondo ordine, cioè fra x.y ,d^ ,d^^ , 

Ja quale avrà luogo insieme con '^sro e con la Fssm. 
Ancora T equazione Q^ conterrà due costanti di meno di F=so 
ed una di meno di ^ = 0. 

Ora e facile vedere che le due equazioni derivate del ^econ* 
do ordine JPsze ^S^^ssio devono coincidere fra di loro, e 

O con 
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con r equazione alle derivate seconde, che. si otteneva dalla 
simultanea eliminazione delle due costanti a t h per mezzo 
delle tre equazioni fszro, F' = o,F''c=o: infatti il valore 

di d^\ 9 che ci danno quelle equazioni del secondo ordine 
espresso in x^y e d^ senza a e senza h , non può essere 

X 

che il medesimo in qualunque maniera sia dedotto dall' equa^ 

zione derivatrice F=a. 

Si rigava di qui che una equazione derivata del secondo 
ordine può essere dedotta da due equazioni differenti del 
primo ordine , ciascuna delle, quali contenga una costante 
indeterminata di più di essa. 

Lo stesso ragionamento ci proverà che una equazione del 
terzo ordine potrà essere derivata da tre eqiuzioni differenti 
del secondo ordine » contenendo ciascuna di queste una costane 
te indeterminata di più di essa ; ed in generale una equazione 
dell* n«*'™o ordine può essere derivata da un nuniiero n d'equa* 
zioni deir ordine »r— i , contenendo ciascuna una costante 
indeterminata di più • 

%. 14* L'equazioni derivate possono subire alcune trasfor- 
mazioni utilissime nelle diverse applicazioni,.: che si possono 
fare di questo ramo d'Analisi. Se si ha una equaaàone qua« 
lun^ue fra due variabili x^y^ la si può sempre trasformare in 
un' altra fra due altre variabili t^-u^ la quale tenga il suo 
luogo: A questo principio è appoggiata tutta quella parte di 
teoria delle curve , conosciuta sotto il nome di permutazione 
delle coordinate • Vediamo come possa farsi la stessa pernouta 
di variabili nelle equazioni derivate. . 



Si 
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Si abbia una equazione fra le variabili x , y e d^ , e si vo- 
glia trasformare questa io up' altra £ra due altre variabili u^t e 
la derivata di una di queste rapporto all' altra • Suppongbiai&o 
^= tp(« , /) , > =s -vj/C^ ^ /) \ esscodo <p(m , /) , ^j;(« , /) due funzioni 
date di m, /, che indicfaeremo anche semplicemente per 9 e per i{/. 

Delle due nuove variabili u^t %ì riguardi u come funzione 
Al t ^ ovvero / sia quella variabile rapporto alf aumento in- 
determinato o> della quale si considera fatto lo sviluppo , o 

che conduce alla derivata dT • Essendo a funzione Ai t, sarà 

necessariamente % funzione di t^ ed y funzione di t^ poiché 
r una e l'altra erano funzioni dt ri e di /• Ora secóndo 

ciò che si è detto ( §• ^O avremo d^ s=2 d^ .d^ ; dunque 
A^ = dL:d^ìmid^ =:dt ^d^.dt^ e dS - 

X t t t ^ t t U'^ • " c 

dS^ 4- jii- , ^X , dunque se si sostituisce nella propòsta 

9(H,r) per *; ij^w,*) per y e 

(i± H-i±.^ÌL'):'tó4-ii.i5,'Sper dL , V avrà 

\ t ^ . U t / \ t t , U J ^ X 

•■•■.. " - . 

una equazione trasformata rn u^t t d^^ . 

Così avendo T equazione d^ = jF( ;e , ^ ) , si comincierà 
dal trasformarla rn d^ : à^ s= F( « • > ) 1 ovvero in d^ ±- 
J---. fCacVy), in seguito sM^uendo per ;ir,>i iJl, d^ le 

* y t 

O » di 
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li • ♦ ^ 

di loro espressioni in u^t t d-^ qui ritrovate , avremo la 

trasformata richiesta : Questa sarà 

d± + dt .d^ =(d^ -h d^ .d^).FC<p,^) 

Sia l'equazione da trasformarsi del secondo ordine, con« 
tenga cioè anche d^^ : Se facciamo d^ = ^ 9 avremo 

d^^ = d-^ : Ora nel caso della trasformazione « cioè consu 

x^ X ^ 

derando z come una funzione di x ^ td x come funzione 
di / , si ha d^ =s d-^ . J— =: //-r • d^^ ^ dunque 

d^\ = li^ : d^ 5 ed essendo « z=:d^ , e ^^ = ^if- s ^^ 

x^ t t X X t t 

— .1 

avremo d^ ss; /i^^^ : ^^ — dM^ .d^\id^ , e perciò 

d^\ z=i(d%'.d^ - d^.d^^,?d^\: d^ ovvero 
x^ \ t^ t t t* t J t 

d^^ = d^^ i ,df — dl^ . J»^ : ^Y » * <^"'^ **' "S""° • 
Si ponga ora nel!' espressione trovata per d^^ invece di 

dL,d^,d^^,d^f^ idi loro valori in u.t.d^.d^^tU 
cavati dalle derivate delle equazioni ^S5(p(»,^),y = if/(i^i^) 
ed avremo per il^Jj una espressione data in u^t^d^^ 

d^^ 9 che dovremo sostituire ucir: equazione da trasformarsi • 

Se 
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Se in una equazione in luogo di. riguardare y come fua^ 
zione di :c si volesse riguardare x come funzione di ^ ^ 
allora supponendo che t^ rapporto a coi si avevano le deri. 
vate, divenga la stessa y^ la derivata prima di y sarebbe 
r unità , e si sostituirebbe nell- equazione semplicemente 

1 : i— - invece di d^ 9 e — d^-^ : d^ invece di d^-^ , e 

y X ' y^ y * 

così di seguito • 

% 15. Risulta da quanto abbiamo detto che se si ha Vt» 

quazione P'hil^^ =s o fra le due variabili JC, y e la de* 
Tivata dJL nella quale s! suppone y funzione di a; ^ la si potrl^ 

X 

trasformare in un' altra P-|-i^;J~ r= o ovvero 



P d^^ ■+• () cs o nella quale si considera x come una fun^ 

y 

cione di y, cioè y è quella variabile ^ che ricevendo uri 
aumento indeterminato 0», ci dà Pd^^ -H Q, per il cotffi* 

y 

ciente ( §• 9. )' della prima potenza di questo aumento 
nello sviluppo di FCx^y}^ supponendo rappresentata da 

K^^y) = o l'equazione derivatrice di P^Ì^H-jP=s Ot 

L' equazione del secondo ordine 

jP ^ Qd^ ^ Rd^^ = o, nella quale y si suppone fua- 

XX 

zìone ài X y si trasforma in 

P-^Q :d^ — JR^^4 • ^-^ = o ovvero 

y y^ y 
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— » --* 

Td^ •+- «2.^-^ — RJr^ = o ove X è considerano come 

y y ' y^ 

funzione di y. Ma vediamo- come queste tnbfòrmsriofii ten* 

gano veramente luogo détr- operazione di derivazione fiate» 

piuttosto rapporto ad un» variabile che all' altra ^ La derivata 

prima dell'equazione F(^9t^y) =0 supponendo y funzione 

F F V 

di «^ è i-^ 4- d^.d2Lss:o^ la quate per più semplicità 

X y X 

rappresenteremo per P •+• Q^d^ = o • 

La derivata di questa equazione sarà (. E' imitile d' avver* * 

tire che se si è cominciato a prendere la derivata prima d'un' 

equazione fra due variabili riguardando y come funzione di 

Mi conviene continuare anche questa supposizione nelle de* 

rivate successive • ) 

z 

y X X X y 

e questa è la derivata seconda dell* equazione, Derivatrice 
•^(^»^)=^^ supponendo y funzione di x. 

Se si dimanda la derivata seconda delta stessa F(Xfy)z=zo 
ma considerando x come funzione di y ^ a*iivsà egualmente 
per r ordinaria regola di derivaziocie' 

tF X F . , . 

d^^.d^^ 4- 4Ì— ss a ovverà -^ 

« y y 

X 

p . <i H i^ =5 o per la aenvata prima , e 

y 

X y y* 7 y y- X • -f- 

per U derivata seconda in quest*' ulùcna ipotesi <, 



F.„^aL ^dZ.dZ,^d^.dZ, ^d&.dZ.'^ 0,4*2. 
X y X X X y X x^ 



1^ 



k Ora 
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Ora H trasformi r equazione Ej^nfilh quale y è considerato 
funzione di a;, in un' altra ove ^ sia considerato funzione 

ài y . Facendo le debite sostituzioni per d^ e per d^^ prc« 
scritte al $. ant. , avremo 

X y y y o' y y y y 

nella quale ponendo P . ^— invece di — j^ i come ci dà V e- 

y 

quazione P.d^ *|- j5. = o , s^avrà precisamente V equazlo- 

y 

ne JP« E' facile estendere questi ragionamenti alle equazioni 
degli ordini superiori. . 

§• 26. Una osservazione inportante a farsi, e che avrà la 
sua applicazione nell* articolo seguente , è questa: Sussistendo 
fra le due variabili x^y T equazione F{x^y)z=zo^ una di 
queste variabili è sempre funzione dell' altra • Se si considera 
y come funzione di x , oltre quella equazione s' avranno 
ancora altre equazioni, che sussisteranno insieme con essa: 
Queste equazioni saranno le derivate diverse della medesima, 

y y 

e conteranno x^y^d^ , ^^^ 1 ^^* • Nella stessa guisa riguar* 
dando x come funzione di y , sussisteranno insieme con la prò* 
posta altre equazioni derivate da essa , fra a;,y,<2w ,<2^0 ,ec. 

y y^ 

E' però evidente che non potranno mai sussistere delle equazioni de» 

>^, ^»w, ec, e d>^ 



rivate che contengano nello stesso tempo x^yjì^^ ^^V^i ^c», e d^ , 



12^ $ "te. poiché la supposizione per ottenere le derivate della y 



tr»p. 
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jnpporto ad Xi-non è compatibìfó eoo quella che porterebbe 
le derivate di x rapporto ad ^ • 

$• A7. Riguardando y come una funzione di x se x au< 
menta di una quantità indeterminata w, una equazione 9 = 
data fra x^y ci conduce air equazione alle derivate prime 

y 

'P -h d^ = ; e se è « la variabile , la quale si consi* 

dera come funzione di y , ovvero y h h variabile che au- 
menta nella data equazione 9 s= o delia co » s* ottiene da essa 

fd^ 4- je = o • 

Ma se neir equazione 9 = non è già la jc ne la j^ , 
che aomenti di una indeterminata w , ma una funzione 
F( x , ^ ) , che s' indicherà per t , aumenta di ai , allora quale 
sarà r equazione derivata ? 

Essendo t una funzione di ^,7, ed x funzione di x dato 
dall'equazione 9 s= o , saranno in- conseguenza x^y fan- 
2Ìoni di / ^ dunque 

y ' 

(24) r equazione P •+* j^/i>-^ = o si trasformerà in 

X y 

(!)•... Pd^ ^- Sld^ = o: , Da questa equazione elimi, 

neremo d^ ed x per mezzo delle due F(x^y') ss f, 

{t).,,à^ ,d<^ «i- iw .<JÒ s=3 I , ed avremo allora uoa 
X t y t 

y y 

equazione fra y,/ e J>-' di questa forma» H-hSJ--' cs o , 

nella quale si considera y^come funzione; di /• Noi averen^mo po- 
tuto egualmente trovare una equazione fr» ;r . / e di. . 

t Se 
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5cLÌpV««e d'e88?rc. dat« fra te^y^i l'equazione F(jx,yy=ztt 
fosse data una equazione alle derivate prime 

m^oc^yy d^ , d^ 4^=s I y questa cerrelbc Iiiogo ddf equatib- 

ne (2) • Si potrebbe per mezzo di essa eliminare dall' cqiuu^ 
sipne (1). ta derivs^ts^ ^"^ >. Ovvero d^ ^ Oia lesjLejebbcro 

», 

sempre ambedue le variabili x 9X9 e: l'equazione^ i.^ 

^y^ ss cui condurrebbe que«iaelimin3zictee, con^ 

terrebbe x,y e ^i^ . 

Nella stessa guisa' una e4u9ziooe allt "deirtvatt ^ 'leocuide* 
P -4- ild^ ^ Rd^-^ =s 9 si p9trà trasformare, j^ 4} in un' 



altra , nella quale si trovino le derivate prime e le seconde 
delle variabili x,y considerate come funzioni di una stessa 
variabile ti In questa trasformata, in cui le derivate saranno 

^l' ^^^^^ V^T ^ ^^^ ' sostitucrido per à^ , ^> .^^ ^^ 
loro espressioni dfate'per T equazióne if/^Ar,y,Ì^ ^ J^^±^v 

c per la derivata prima di quest ultima , s' avrà una equazio* 
ce fra x 9y^d^ , e ^*^, nella quale jr,> sonò considerate 

lunztoni di ti Nqì avremmo potato ' égoaUenten trovine Im» 






equazione derivata del secondo ordine in x ^ y ^ d^^ 1 ^^^ « 
Non sarà inutih schiarire tutto questo con un esempio. 

P Si3 
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Sia '^i^i^t^'r » ^^^ =^y^-^ » ««J «viremo yd^ ss i, 

... . -■..•, 

L* equazione P -|- Qà^ ^ Rd^^ =: o si trasfonna 
(«4) in questa 

PdT^ Qdl\d^ ^Rd^.d^\^Èd^.d^\=.<> 
nella quale a: 9 y si considerano funzioni di ^ • 

Se ora vi si sostituisce — per d^ come ci dà Tequaì 

y ^ t 

zione y d\^ ss i , e ^- -^ . d^ per d^s^ come ci dà la de< 

t y^ t t^ 

rivau della detta equazione , la nostra trasformata diverrà 
ovvero moltiplicando per >' , 

^ * ? 

equazione alle derivate seconde di y prese per rapporto a ^. 

I coefficienti PiJ^^lE sono sempre funzioni di x^y; poickè 
per eliminare x converrebbe avere la funzione derivatrice. 

te 

dell* equazione y d^ = i , da cui si determinerebbe x in 

funzione di y e di / « * ^ . 

Questi ragionamenti e queste trasformazioni sarèbt^ero le 
medesime « :ancorcbi oeHe equazioni le derivato entraslertf in 
una naaniera e sotto un'aspetto qualunque. 



mm^ 
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Analisi inversa delle Funzioni. 



S- 28. Il calcolo inverso di questo ramo d'Analisi DerivaCa, 
è chiamato da La-Grange Analisi inversa delle funzioni'. 
Esso consiste nel ripassare dalle quantità derivate alle loro 
derivatrici o nel ritrovare le quantità 9 dalle quali le derL 
vate sono state dedotte per mezzo dell' operazione di : derl» 
vazione • 

Sia y una funzione di x : Abbiamo indicato la sua derivata 

prima per d^i sarà viceversa y la funzione derivatrice di 

X 

dZ^i e se noi rappresentiamo per z T espressione d^ , sarà 

y la derivatrice della quantità z. Qjuesto rapporto fra y t z 
s' esprime per V equazione 

^ y ss Dzi 
rappresentando per D l'operazione, che si deve fare per ot« 
tenere le derìvatricit e per Dz il risultato della detta ope- 
razione • 

Siccome z può contenere altre variabili ,pkre fa jt « le quali 
si considerino cosanti in tutta questa operazione 1, così per 
marcare che si vuole prendere la derivatrice per rapporto ad 
X sola 9 scriveremo come per le derivate 

Pi y=5 



y =s Z?— ; e scrìveremo 

. -♦.*• ■ •^' ^'*- V' .••«-• V**-. . J •" 1 ■ • ■•-. v/* ì'-' Vi». ■ i . .• 

soltanto Z>a;j quando z contiene una sola variabile ; 

■ i X 

$. 29. La quantità o funzione y dà d^^ per sua derivata 



prima rapporto ad Jc : Lk quantità y ^ A, essendo A una 
funzione che non contiene «^ dà parimente per la di lei 

y 

derivata prima rapporto ad x , i^^ ; dunque tanto y ^ che 
y^A rappresenterà la derivatrice di d^ ; dunque indicaa* 

do per z la funzione d^^ si hanno queste due equazioni 

i 

eguakntntc vere 



y^A:=D^. 

^ X 

Se dunque sarà proposta la quantità z per trovarne ia 
derivatrice rapporto ad x i potrà prendersi per questa de« 
rivatricc tinto y che y^A^ essendo A unfa quantità che 
non contiene ^ ; e siccome nessuna condizione ti deter0ina 
'A , questa perciò sarà una quantità arbitraria costante rap« 
porto alla varia|>ile ix. Se si fa la' costante arbitraria Azsio\ 
allora la derivatrice di 1$ diviene y: C!osi quest^ chima espres- 
sione della derivatrice non è che un caso particolare della 
forttoìk ^Vne^ralc jv^:^Ì SFccome A può 'prèndere quahm^ue 
valcrre^u^chè sia' indipendente dalla' :x^^ cosi- si potrà avere 
iiti nùmero infiniti) di derivatnei diverse della stessa quan- 
tità z. La derivatrice ^^A si chiama Derivà&Ue completa; 

mentre 
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nijentrt efae alle alerei che. nascono dal dare un certo valore 

particolare alla costante ^ . s; darà il nome, di Derivatrici 

• ■ .. - ' . ■ , - 

particolari \ 

$. 30. Il passaggio da una quantità %:$ presa per derivata 
del primo ordine alla sua derivatrice » introduce una costante 

arbitraria A^ giacché come abbiamo veduto />*— t^y H- -^ì 

iic.orjr si indica per ^ la derivatrice compiei» jf^d % s'avrà 

■'£>— ^ Tsi tté •*' 

Supponghiamo adesso che si voglia la derivatrice seconda 
di Zf cioè quella quantità sopra la quale fatta due vòlte rofjc- 
razione di derivazione j ritorni z: Indicando pqr. D^ T opera- 

aionc per ottenere la derivatrice seconda, e per />.*-^ il ri- 

I 

sultato di questa doppia operazione , avremo 

X \ X^ X 

Ora D-' introduce . una quantità B indipendenle da at, ^ e 

perciò costante arbitraria ; dunque D^^ introdurrà due co- 

stanti arbitrarie ^%B^ le quali potranno essere funzioni di 
tutte le variabili eccettuata la x^ rapporto alla quale si fanno 
le derivazioni: .. . j , . 

. Dunque in generale la derivatrice seconda d* upa fun;(ione 
X ""deve contenere due costanti arbitrarie ; essa prende allora 
il nome di derivatrice completa: Dando dei valori partico« 
lari a quelle arbitrarie si hanno le dcrivatrioi particolari : 
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Si dimostrerà in generale che la derivatrice n<*'iw di noi 

quantità Zy cioè reipressione di D^-^, può contenere un nu- 
mero ;/ di quantità arbitrarie indipendenti dalla x ; questa 
allora si cbianoa derivatrice completai dalia quale si può ri* 
cavare un numero infinito di derivatrici particolari | dando 
dei valori particolari a quelle quantità arbitrarie. 

$•31. Ma quale sarà ella T operazione ^ che dovremo fate 
effettivamente per passare dalie derivate alle derivatrici ? 
Se le quantità derivate sono sotto il simbolo della derivazione 

d^ se cioè sono della forma d^^ ^ è facile vedere che per 
avere la sua derivatrice prima, non s'avrà che a diminuire 
di una unità f indice n ; la quantità d^^^ — ^ | che s'otterrà 

in questa guisa f sarà la derivatrice prima di ^^ i così 



X» 



1» — «^ 



-^ sarà la sua derivatrice seconda, e così di seguito , 



finché Ì""'^4r = ^4 = « «rà la derivatrice n^^ di 

Ma se te quantità derivate sono il risultato deir operazioni 
3i derivazione già eseguite ; se ri hanno cioè delle funzioni 
determinate di ;r 1 le quali si vogliano considerare come rti 
sulute da un certo numero d'operazioni di derivazione ese- 
guite sopra altre funzioni determinate di x, non si potrà in 
generale assegnare queste istesse funzioni , da cui quelle dej 
rivate si considerano dedotte ( che perciò «ono le di loro dcj 
rivatrici)j che per mezzo dcUe serie . S* 3^* 



TEORIA DELLE FUNZIONI ANALITICHE. 119 
$• 32» Al. $• 3. della prima parte abbiamo dimostrato 
questo Teorema : Se per z si rappresenta • una qualuirque 
(unzione di n; , e di ^Itre quantità indipendenti da ^^ e per« 
ciò costanti riguardo ad essa ; e se si suppone che x divenga 
^-f* Q>f la funzione z diverrà allora una simile funzione di 
«+•«»€ s'avrà ( indicando per z^ lo stesso che ;5 ) 

^ . f« . •^^ 11* ■ •fVja^ 

:v-f-» X • X z x^ 2.1 x^ 

Ora se si fa x =z o ^ s'avrà 



« »* ,• « 



a^= «^ -H «//•— -h i^--^ -H ec. « facendo x s=: o nei 

coefficienti di o) dopo avere eseguite le derivazioni* 

Essendo o» una quantità qualunque indeterminata 9 poa« 
ghiamo neir ultima equazione x invece di cu, ed avremo 

z^:=:z^^xd^-^ H- — d^^^ H- — d^^^ H- cc^ , facendo^ 

9C s=: o nelle > derivate d^.d^^i ce. 

Questa formola contiene il rapporto che passa fra una 
qualunque funzione z^' di at e di altre quantità costanti o varia- 
bili indipendente da x , le potenze della stessa variabile , e 
uno stato particolare delle derivate di quella funzione prese 
per rapporto ad x. 

Per mezzo della medesima fBrmola si può sviluppare in 
serie qualunque funzione di x^ della quale se ne sappiano 
prendere le successive derivate • La serie sarà sempre ordi< 
nata secondo le potenze di x ^ ti coefficienti di queste 
saranno funzioni di quantità indipendenti dalla variabile x. 

S« 33* Conosciuta z^ si può avere sul campo il di lei 
sviluppo in serie i e viceversa conoscendo la serie si potrà 

con- 
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coasidqrare cotioscitito il valore di z^ , cbc sarà ' H 4omiM 
della detta serie • 

Ora sia proposta uoa funzione qualunque di ^ e di altre 
quantità da essa indipendenti : Sia u questa funzione , e con^ 
sìderata come una derivata del seeondo ordine rapporto ad 
^ se ne voglia la derivatrice. Sia 9^ questa derivatrìce ia^ 

cognita I avremo per la natura della * ricerca 

■'-• • ..•■-'■', 

Ora qualunque sia z^ si ba sempre ( si scrive indifferente* 
mente z per z^^ ) 

m X j2> X^ % 

facendo dopo le derivazioni m =3: o ; dunque ponendo per 

i^-^ la data isi^ per /J^-j la derivata J'^-, ed..; s' avrà per 
il valore della derivatrice 

facendo ;i; =s o nella quantità u , e nelle sue derivate • 

La quantità z^ e il coefficiente /2-^ della prima potenza di 

cv rimangono indeterminati: Essi potranno essere qualunque e 
perciò dipendenti dal nostro arbitrio: La natura della ricerca 
altro non prescrive sopra di essi, se non che siano bdipen« 
denti da x^ e perciò funzioni arbitrarie di costanti e delle 
altre variabili , che entravano in u \ noi li chiameremo per 
queste costanti arbitrarie • Se queste due costaati arbitrarie si 
rappresentano per A ^ B f avremo 

* • ' - « ^ »'} .« - ^ Questa 
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Questa serie che rappresenta il valore di z^ sarà Fa de* 
vivatrice completa di ir, che si ricercava* 

E' completa perchè ' contiene ($• fo«) le due costanti arl»« 
trarie A.B» 

L'esposto metodo è generale per trovare le derivatrici com- 
plete di qualnnqoe ordine espresse in serie • (Quando Je 
aierieche^esprimono le derivatrici., tono fòmmabili, d ti ter- 
inie^tu^ X allora le derivatrici $\ eaprimono m m numero fioitot: 
di termini, in tutti gli altri casr iì numero dei termini delle 
espressioni cbe*s* ottengono per le derivatrici, è infinito» 

$. g4. Se s' eccettua il metodo dbc abl>iaiBO spiegato per 
determinare le derivatrici, t) quale ha il difetto di darci iq. 
generale P espressioni per serie, non si ha alcun metodo ge- 
nerale per determinare in un numero finito di termini le de- 
rivatrici delle diverse derivate, che possono proporsi* 9ì haiì- 
no però un' infinità d'artifizi particotari (^) per mezzo dei 
quali si può suppHre m cesto moda àRà mancaltza di meiodi 
gcnerafi. 
Cosi dalf essere ( S 4« > ^ 

^— = n^'^* $t dedurrà 

— = JD— •+• 4: essendp A una Wstafnfe arlntrajpfa l 

w. • ^ .. . . •. * . <■ ..v i • 



(o) Woi non ci twittengliiaato ad esporre r diversi artifizi di caleotev 
^r i q-uali s'ottengono le derivatrici delle funzioni, poiché questi soncy 
gir stessi che ' (ri ritrofano ntì diversi libri di calcolo lufinkeslmaler 
j^s ottenere gì' ifttegrali delle foiizìoni Jdiffercntiali •- 
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Se si fa M ss I , s'avrà 

, X zsD-^ -+• A: Se si f « m ss a , s* avrìk 

% 

~ es D-^ ^- wtf e cosi di seguito • ^ 

«e. ec» ♦ : 

Essendo ;c la dcrìvatrice dell' unità ne segue ; che se u 
è una funzione qualunque di jc , e si rapprefenta per ff',»" 

tt'", ec. gli effettivi valori di D^ ^ D*^ , D'^ } ce le fot 
mole delle deriTatrici complete saranno 
D— =: «' + ^ 

X 

i)*" s n" -H ^.i>— -f. J» sm^' -H ^;c 4- B 

ecc 

Ora essendo A ,B ^C ^ ec. quantità arbitrarie indipendenti 
da X 9 si potrà considerare il divisore 2, ^ome contenuto ia 
^ , e la derivatrice completa del terzo ordine sarà 
u'"^ Jx^^ Bx + C. 

Segue di qui cfae se per u ^^^ si rappresenta V effettivo 

valore di l^^^ $ 1^ derivatripe completa n**"^ di u sarà 



essendo ^ ^ ^ , ec. P| j^ un numero » di quantità arbitrarie 
indipendenti da x • 

i. 3S. Non ci tratteremo a parlare delle derivatrici delle 
funzioni t più variabili I poiché tne rientrano nelle redole 

che 



'% 
§> 
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che si sono date | e che si possono dare per quelle di ima 
sola variabile • 

Se infatti si dovesse determioare la dérivatrice seconda di 
una quantità z fouiiotiie di x e di y , ciqè ai dimaadasse il 

Talore di JD^*-^ , ecco come si procederebbe. .. 

Si facci» D^ ss: n, ed avremo D^JL e- dJL^ Ora 

tupponghiamo: cbe at cònoéc*: secondo le regole .date ;per> le 
derivatrici di una aota: vtti4bilr il valore di u^\i^tem9 p^f- 



n 



]a dérivatrice completa di D^-^ la quantità u^A^ éséendo 

A una quantità arbitraria indipepdente At y ^ C.^peidò in 
generale funzione di x. Puoque sarà 






essendo JB una quantità indipendente da jr, e perciò fipn^voAe 

• * 

di y: questa espressione di D*^ i la ricercata derivaUide ; 



In generale per avese I» dérivatrice ( 1» -f- n ))fM«» di ^^presa^ 
m volte rapporto ad « ed » rapporto a^ y, cu>)^ pf r i|yere 



n 9 



ir valore dr -JD^ IciTT^ prenderènia -^ìmè* H yarore- di 

9' 



JIZ 



D -^^ , il q»ale conterrà ($. 3^4. ) un numero sr di qaanthà ar« 

bitrarie funzioni di x^ quindi ffrendendo la dérivatrice m«*'«^ 
di questo stes^ valore rapporto ad x solo»: e completan- 
dola cori un numerp :i» dì quanitità arbitrarie funzioni di y^ 
t' aivrà in fine la dérivatrice completa (fls-Hi^)^<«* ^ éhe si 
dv»aada*> 

/ ^ 
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§. 36. iTna equaziobe fra dtie .variabili «,^ t le deriva^ 

^^ I ^^^ 9 ^^* '^ chiama equazione derivata : L' ordine poT 
et ira |H& alta derivata dà il Dome allVordine dell* equasiooe^ 
ilìcendosi del prifno ardine se vi fi trova solo d^ « dei secwJ 

à) se vi è aoche i*4» «e' 

Data un' eqnasione derivata (me ricerearti luift equasione 
hhxiy dàlia quale i(ì»etniezaEl> dell* operazione di derìvazio» 
ne aia stata, dedotta : Ad una tale equazione si dà il nome 
À^equaziofte derhua^rice della proposta* 

-- L'operazióne cdt deve tosi - sojMrh 1* equazioni derivate , 
per ottenerne f equazioni derivatriei scindi ca al solito - per la 
lettera D. -; ^^. ..!:.'■. .^. '-,,.:- r- 

L'equazioni derivatricf devono contenere un maggior nu* 
rtitrcr éì costantr elte k derivate a cui appahéngono : Se 
l'equazione derivata, è .del primo ordine, l'equazione deriva- 
trìce deve contenere una costante di più: Se è del secondo la 
ééimdide d^ve. eoèiéneré dotf costatiti di più e cos) di séguito. 
Ri^drta 'tiùtc^'tjàesté iSà ij[Uanta iafibiamo detto al $. 15. 

hLe;»4ettf eps^mt^^^oi^.arbitrafie ,.poiìbhè èsftìi^o .datk soL 
tanto una equazione derivata 1 esse non trovandovisi niente 
perciò è slalHJitp cSoprf la di loro natura: Potnumo fin coo^ 
aeguenza avere qualunque valore dipendente dal nostro ac- 

uno • ' . »' è. 

Le detivatricf ihé contengono II nnriierò prescritto di 
costanti ' arbhntf ié,' • %ì chiamano 'derivatriei ioiì^tete \ 0tia deii 
rivattite com^feta ci •può diire uh numero infinito di" derii 
vatrici I che soddisfacciano ali* equazione derivata medesima » 

se 
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secondo .che 9* assegnano alle, cosanti ailikraiPie dei. vafcn 
particolari* Queste derivatrici si chiamano allora d^iimtrict 

farticotérì.' ' ' . . 

$•17* Pi qualiif^oe ordine sia ia derivata ti^ {Itiò sempre 
avere per mezzo delle seri« la sua derivatrice cctnpteta • 
Ragioniamo per V equazioni del secondo ordine ^ e sarà fa* 
^te vedere come dovremo ' trattare -^quelie deg|ii ordini supci 
tìonm 

Sia ^^-j ssOT^,^,//^! una qualunque equiMiOfie io 

li V • • 

^>y> ^^ ^ ^^"2 * rappresentando per il secondo membro 

t 

una (unzione qualunque delle quantità, che sono fra te pa« 
fentesi • ./ . - 

Già si sa che la sua derivatrìce completa deve cootett^él^é' 
due costanti arbitrarie di più di essa. 

Indichiamo per jr^ quella funzione di x\ la quale sà^tiltiita 
in luogo dì y nella proposta la*; fende .identica .- ' Qqalooqii^ 
sia la funzione y^ si ha sempre ( $• 32* ) 

facendo ìofetò K^s^ o nei coefficienti delle diverse potente.- 
^ella X.' 

Conosciuta la funzione dì x ^ che si rappresenta per y^ 
^avvero per y^ si ha sul òampc^ i coefficienti suddetti ^' che 
aono le successive derivate di y nelle quali vi è fatto xzszoi' 
Viceversa sé* si cotios'cefàrirto ' questi cocffièienti ' sarà céaò« 
iòìàta '^U é«rlir;'''Ìa cui 'sòrtòia ^ )* CspresiloBé finià di 












« 



5iurtti 
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Qae»ti coefficleaH cominciando dal ^-^ » ti •onotcono 9^ 

'•I . * 

punto per mezzo dfella data equazione e dette di lei deri* 
T^te; infatti, se. si . fa ai =5 o » ed iodicbiano sensplicemeate 

P" ^o > > e » y^o 1 ". i vafori di y , d^ ^ d^^ , ea, avrc-' 

tuo y^^s^^iy^^y^oy*^ ^^^^^P^^ ^ derivata pfim» delta 
proposta e facendovi «eso, avremo y'^^c dato per y^^ 
? © » y^ » ovvero dato per y^ , > o 'o virtà di 
y''^=±^(y\,,jf^). Nella stessa guisa troveremo y'''*^, dato 

P^^ yo 9^0» ^ ^^^^ ^^ seguito. Le quantità adunque y^f^o 
rimangono indeterminate per fa natura stessa delfa ricerca; 
nella quale ooa è dato pcf mezzo della propost» suddetta 
e delle sue derivate, che il valore di y^^$y^^o^ ^c* Saranno 
adjLioque y^tj^'^ ^^^ costanti aibitsurie^ cbt potranno iip- 
presentarsi per C ^ C^ . 
hì^ serie adunque 



sarà f espressione di quelfa funzione di X| la quale sostituita 
nella proposta invece di y la rendè identica r Dunque 

<m2 x' m#« ' 



5r«=C^rx + j.-.f -Hy-c.7;7-l-y'^:;J;^-^ ea 



sarà la decivatrice completa di quella equazione del- secondo 
ordine z ^c(x compleia perctiè contiene due costanti arbii^ 
traric •. • . ., ^ 

Qjiiandpia serie i sommabile, ovveso finisce dopo iia^xerto 
mimerò di ternaini ^ T espsessione di y è comppsta d'.uc^ i.QU*> 
mero finito di termini; in tutti gli altri casi però non si 
p4}a in generale avere 1% dcrivAtrice che espressa in un ni». 



-ji' 
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tnero infinito di termini. II metodo cfae abbi^Moap. esposto è 
runico metodo generale, che si ha per determinare in tutti' 
i casi le derivatrici complete : Gli altri metodi non sono 
che particolari ad alcune branche d* equazioni • * 

Facciamone un esempio : Si debba trovare la derivatrice 

del secondo ordine dell' equazione à^^ — « ai^ ^ hy zsi o 

a* coefficienti costanti : Avremo la questo caso 

4>rac,^, J^j = ad-^ m^hy *^ t perciò, facendo ^ come ab* 

» 
biamo detto qui sopra , y^j = C , y"© ^= ^'' » '* proposta 

t le sue derivate ci daranno 

y'\ = mC' — b& i y^"^ == ( a* — t ) C" — abC\ ec. onde 

e questa equazione sarà Ja ' derivatrice completa da aoi rì« 
cercata • 

Ora la serie che esprime il valore di y, può anche rldurH 
ad una espressione di un liùmero finito di termini mercè 
d*un' addattata trasformazione : 

Si faccia in £ltti a = a^'«-h^^9 ^^sc'*^'» ed avremo ' . 

(tf ' + «")« V'C']^ -H ec. 
Il coefficiente del secondo termine può anche avere Questa 

forma —? — =- « H- ->~;'" * • 

Se cangiando la forma dille costanti arbitrarie C , C 
facciamo 
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r? £=2 ^ f ,, . ■ c=: i? , sarao^na A , B ancwa toc 



' «"—a 



costanti aibitrarie • Dd i}t»este due equaziont otterremo 
€' == if H^ F, C sz Aa^*^ Sa" > che soscuiMti nel coefficiente 



rfi — — . , questi diverrà Ax^ + Bà!*^yt la tiostrii serie prenderà 



{ '. .». 



iti ime qtiest* altra fornM » 

Ridoita r equazione derivatrice sotlk) quest* as^petto:| ognune» 
riconosce nel_ di - lei secondo ^em^i^ro lo sviluppo di 
u#e* '^Hf- Se •^^i dunque y=?^^'*H-Be^^^^ sarà la deriva^ 
tricé completa detta proposta. Le quantità a^.^a" sono date 
da queste due eq^.jizionr a'^ a'!z=za ^ a cc"z:zi^^i ed è eVÌ» 
dente che esse saranno le due radici dell^ equazione 
m^---^(ia-irhs^Qf ^esto ^damento sarebbe i): mede sjmbo .per 
l' pqyiizio'ni lineari di qualunque ordine» 

$• )8« Abbiamo veduto al $, z$. che uoa eqna^iooe ^erit 
vata de} secondo ordine ^puo essere stata dedotta da due 
equazioni derivate del primo .x>rdine | contenendo ciascuna 
una costante arbitraria di pili che essa : Una eqjuazidne del 
terzo pu^ essere stata dedotta, o può sempre considerarsi 
provenuta iti Jtrè éqivazioni del secondo, e cosi^ di scgukor 

IJna equ^^ìpne ' adunque deriyata del secoad<> ordine, deve 

• ■»■-"■ ■■ . • 

avere due dérìvatrici contenenti le derivate di primo ordine 
con una costante arbitraria di pia che essa :: Una equaatono 
del terzo deve avere in geq^ale tr^, equazioni deriva tricl 
aJle derivate del secondo ^ completate ciascuna con una» 

costali.» 
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costante. 2ii4>Urarift di più che està t da ciascuba delle quelli 
derivatrip pt>tidbbe dedursi hi proposta pn mczio. .dell' eli-, 
nioazióne di Quella costante medesima; in geoeraJc una equa^> 
zione derivata deil* ordine n**'»«>®.ha uà numero .ir d'equazioni 
derivatriei coQteoèoti le derivate deal: ordine k f^ 1.,, còm* 
(letate ciascuna con una costante arl)itraria , e da ognuna di 
queste potrebbe dedursi q^etr equazione derivata deiP ordine 

Risulta da tutto questo ragionaménti, cfae se perlina data 
equazione dern^aia- deJ secondò ordine si trovano due equa- 
zioni jdei prinMi ^ ' chei soddisfacdano oiascuna a questa equa* 
sdone, e conten^no ciascuna una costante iarbitraria 9 si potrà 
trovare: immediatamente l'equazione ' derivatrice in x^y éVu 
minando fra quelle due equazioni del primo ordine la deri-» 

Vata d^ \ L'equazione in x^y^ che risulta da quésta elim^ 

nazione ^ conterrà le due costanti arbitrarie 9 ciascuna delle 
quali si ritrovava in una di quelle equazioni dei primo/ 
cadine . Questa equazione sarà la derivatrice completa, poiij 
che essa esprime una relazione fra x^y^ che . sussiste insieme 
con le due equazioni del primo ordine e perciè^ eon- la pftXi 
posta, e contiene due costanti arbitrarie. 

Sarà lo stesso per l' equazioni del terzo ordine : Se si tro^ 
veranoo ttt equazioni -derivate del secondo^ ciascuna delle 
quali contenga una costante arbitraria ,. e soddisfaccia alla 
proposta, eliminando per. mezzo ? di queste tre equazioni le 

quantità i*-^ , J-^ s'avrà una equazione fra «,^ e quelle tre 

costanti arbitrarie ; questa equazione finale. |arà la derivatrice 
completa della proposta medesima t 

R Gè. 



^•^ "^ ÀKALISI DERIVATA . 

à Generalizzando il Teorema direino t Se di tma Jata> &qiia:^ì 

m alh derivate delf ^di^e t^^ silpiiè mere in, qmlunqm 

Maniera un numero n d* equazioni alle derivate Ì un ordine in* 

N feriore S uìC unità | contenendo ciascuna una costante arbitraria , e 

soddisfaeiendo ciascuna alla - proposta » colT eliminare per mezzo di 

esse le quantità d^^ d^^^J^'^^^-^^^^ otterremo una equazione 

in X ^ y e quelle n costanti arbitrarie , che sarà la derivairict 
completa della proposta medesima. - . . . ' 

;S« 3 9* Le derivatrici delle equazioni derivsij^ Ira un aamero 
più grande di variabili hanno delle proprietà analdghe a 
quello delle equazioni derivate fra due variabili è . (Queste si 
deducono da tutto ciò che è stato detto sopra nei $$, i^ 
e aj/ . . 

Così r equazione ; derivatrice completa ( $. si . ) di lina 



2; , 2 



equazione derivata del primo ordine in x^y^ d^-^ ^ d-^ deYe 

X y 

contenere o due costanti arbitrarie a^b, ovvero una funzio» 
ne arbitraria ifCf) » che non si ritrovi nella equazione deri^ 
vata, p essendo una data funzione delle variabili ; e Tequa» 
zioac derivatrice sotto qualunque «di questi due aspetti ha 
sempre la stessa generalità • La tabella posta al $• i8« ci 
mostra qual numero di costanti arbitrarie devono contenere 
le derivatrici complete delle equazioni derivate di qualunque 
ordine I e fra qualunque numero di variabili • 

Come per il primo ordiàe 9 eosi per gli ordini superiori 
possono le derivatrici essere completate per un certo numero 
di funzioni arbitrarie , ^he tenga ìt luogo di quelle costanti 
medesime ( S* ^9- ) • 



Per 
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Per avere fpi effettivamente le derivatrici ^ocnplete delte 
equazioni derivate a più variabili non si ha alcun metado 
generale I se s'eccettua quello delle serie | cbe lia sempre 
r inconveniente di dare le espressioni composte d un numero 
infinito di termini: Lo esporremo per T equazioni derivate 
del primo ordine fra tre variabili , essendo la di lui utilità 
così limitata per dispensarci dal servirsèòe' per gH' ordini 
superiori. ^ .r ' ..; . 

Se per ;$^ ^ , o semplicemente per x^sì rappresenta ^ nar 
qualunque funzione di x^y^ $' avrà per ciò cbe si è detto 
al (S- 32. ) 

x,9 f>,y : X 2 . **. ^.J «^ . 

facendo dopo. V operazioni di derivazione x^szo . 

AUorchè si conosce i^ ,. si hanno per mezzo delle ordinarie 
regole di derivazione i valori dei coeffidenti delle diverse 
potenze di x -in quella serie « Al contrarto se fosse incognite 
la funzione z^ ^ t per mezzo d'equazioni particolari si coij 
noscessero questi medesimi coefficienti , sarebbe allora eguale 
mente conosciuta la serie,. e pierciò A iralore di ^: 21^ Tott0 
questo ha luogo nella ricerca delle derìvatirid. delle equazioni 
derivate fra tre vmMR k^y'^z^ 

Infatti se si abbia l'equazione del primo ordine 

Sella* quale il secondo mèmbro è' una funzióne * qualunque di 



x^y^Zy d^ . Si prendano le derivate successive della pro>i 

posta per rapporto ad x affine d' ottenere delle equazioN 
tti 9 da^e quali determinar si possa i valoii delle desi vate 

R a À^ 
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à^^ , ^-21 ^ éc/Se ort ncltà proposta srfa Arseci è "chuno 






che in virtù di essa avremo dctcrminno il valóre di ^^— - per 

* 

una tal supposizióne , ma resteranno indeterminati allora il 

* * * ' * t^ • ' • ' tf 

valore di » e di J^ . Ora questi valori di « , i^^LJS. 

rimanendp indeterminati saranno perciò rilasciati al nòstm ar« 
bitrìo i e se indichiamo %^. per una funziotpc arbitraria di 
y^ cioè per fCy)* «vremo per il caso : di ac£=:.0| 

Egualmente facendo le stesse supposizioni nelle' successive 



i*^ .,. 



derivate, della, ^ropo^ta, ^' avranno J valori di ^^*gj., 4»yj ; 

te* per il caso di x sts o , tdati lin funzioni ^di 7 y dell!, in1itte^ 
minata 9y % dielle sue derivate'» Questi valori sostituiti . nella 

sene superiore fvremo z ^^^^fy^^^Fiy %<fiy %d^ 1 -H ec: 

B qi^sta. sarà iVeqQacioiser*dedyatripetiCoiiiplcta> |>otciiè eòa» 
tiene upa^ fùdzione: arbitraria ìì !; ì^^tv ìj i/.L • / 
. Osserviamo che prendendo ^ le^ deriyàte della pà)posta 



■ ■ * • 

i-^ = F(x,y^z^td^)^ s'incontrano le derivate tP'^ , 
f^fiJ^» ?c, Per„?a^ere .cosa • 1^ jlivengMo ..quaijdo ,.Ar.»o,^ 

8* osservi che d^^ sidyS ^d»^ == /^^-^ , ec. ; Onde 

xy ■ y X y y 

per «vovAK i valori di quelle derivate servirà prendere le 

>. de» 
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^ìyalf per. mpporto. ad y delie drpressiom trovate di i^-^ i 



^^^ì €<^- P^i il caso di jcsBO. 



E' facile vedere che questo metodo s'applica alla ricerca 
delle derivatrici di qualunque ordine, e di qualunque numero 
di variabili • . • . 

Esso è , come abbiamo v detto i^ il solo che s^ abbia per 
cleterminare in generale la dcrivatrice dì qualunque equazione 
derivata 9 ma è di poca risorsa 9 perchè ci dà i risultati 
espressi in un numero infinito di termini : Serva averlo ac- 
cennato • 

$• 40* Dopo aver parlato delle derivate e delle derivatrici 
^d indice positiVo^ esaminiamo cosa signitichiao le derivate 
ad indice negativo e ad indice fratto • In questo sistema di 
derivate la legge di derivazione è affatto indipendente dalla 
quantità derivatrice : Ciascuna derivata di qualunque ordine 
siasi diventa la derivatrice peip la derivata successiva; e la 
legge di derivazione* dipende nuUp .affatto dall* operazioni di 
derivazione > che>si jsono ^à fatte. <^uesta legge è contenuta^ 
nel primo def/due^ oasi prescritti al.$. a. dell' Art. h: 

In questo sistema aflunque le derivate ad indice . negativo 
devono essere la stessa cosa che le derivatrici , deve essere 



,— n 2 



cioè d"^ = D"-^ . 

af« Afa . 

\ * 

* t 

Se in xonseguenza si troveranno * nei risulj^ati le derivate 
ad indice negativo, si potranno eliminare costituendo invece 
di esse le simili derivatrici .. . 

Siccome questo Teorema è della massima inportanza , ri< 
petiamo il ragionainento da cui iri^ulta, L*^ espressione 
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dT ^ deve indicare una tal quantica , che eseguita sopra di 

essa r operazione prescritta dalla le^e di derivazione ($. i # ) 

s' Ottenga y : Cosi d ^^ deve iqidicare quella quantità , sopra 

di cui ripetuta due volte la stessa operazione , $* ottenga y 
e così di seguito. Queste condizioni sono precisamente quelle, 

cfie determinano le derivatrici D^^D^^^ ec. prima e s% 
cooda della y considerata come funzione dr m t dunque 
r"'^ = D-^, r'X = Z>*4 , ec. ed io generale 

X XX* AC* * 

r 

d ^-^ z=i D^^ : Segue di qui che Y espressfone 

TJ'^fri lì 

à — |);7j; e una derivata se » > w^ è la stessa quantità y 

se ns=zm; ed è una derivatrice se n ^m. 

$. 41. L'operazione per la quale tn questo sistema s* ot** 
tengono le derivate ^ noci si può" concepire divisibile in por» 
isiooi, e repugna atta natura della legge di derivatione il 
potersi fare una sala operazione di derivazione iù pifi volte ; 

Fer esempio T operazione cbe ci fa dedurre d^ da y, nos 

si può fare in due vohe facendo una metà d*" operazione per 
Tolta • Le derivate adunque ad indici fratti , le quali come 
abbiamo détto ( Art. L f. 7« 9 9. )' rappresentano ì risultati 
ottenuii^^fiictndo' un numero fratto d^operazioni di deriva* 
sione sopra la derivatrice y, sono quantità che non possono 

tflstcte ki lutitra $ t perciò^ imaiag;inanc ; Dunque d^^ ed ia 
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MI 

gtncuie /i " — sono quaDtità imiDagioarie : Dunque nella serie. 






non si potranno interpolare dei termini fra due termini con* 
secutivi qualunque di essai sarà per esempio impossibile «inv 

ferire fra ^'-^ e ^\ due tejmiiJi /^ , J^ tali , ehe sji 

X X^ XX 

passi con la medesima legge dalla derivata J^ a questa d^ >,* 

come di questa alla d^ » come da questa alla d^ ovvero d^. 

Si concluderà di qui che un problema j il quale dipenda 
da pna derivata » o da una denvatrìce ( le derivatrici ad in« 
dici fratti si. dimostra nella stessa maniera che fono, quantità 
immaginarie ) ad indice fratto di una data funzione , deve 
considerarsi come impossibile , e ciò che si ricerca in quel, 
problema come una quantità , che pon può esistere in nalur» «^ 

. Se si cercasse infatti la probalità P , che vi h perche b^ 

un numero m di palle estratte da un egual numero di -urne,: 

una per ciascuna urna, vi si trovino m— -n palle bianche ed 

n palle tosse » supponendo che in ogni urna vi siano x palie^ 

bianche ed y palle rosse y quesu probabilità è cosi espressa 

i,2.| ... .n . ixHri/)'^ x^ 

Siano sei le urne > e si dimandi qual probabilità vi .è per^ 
che fra le sei palle estratte se ne trovino 4 rosse e due bian«' 
che.' Avremo nts=:6 ^ nz=z4 ^ e perciò la probabilità sarà 



E se con i medesimi dati si dimandasse la probabilità che vi 

e 
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i perc'iè fra le se! paDe estratte se ne trovino 3 | rosse e S | 
bianche , noi averemnao 91 =: 3 1 e perciò 

»'*■ il A* * 

Per xTZlTT^'^ ìT^' Questa espressione cootcncn» 

do Dna derivata ad indice fratto è una - quantità' imtysagioarìa.* 
^arà dk^nque ìnpossibile la risoluzione di uà tal problema ; 
Si vede anche a friori che la eosa deve essere così 9 poiché 
estraendo da ciascuna urna una palla ^ fra il numero delle palle 
estratte che sono o rosse o bianche è inpossibile che se oe 
trovino 3 J' delle rosse e 2^^ | delle bianche; dunque TespreSu 
sioné della probabilità dovei tfUtrt iiunaagitiarra l 

§. 41.' Non ci tra^tenghiàfBo a parlare delle appUcazfom-; che 
é possono fere delle %opra esptl^é Teorie' alte diverse ricérche' 
d'Analisi Matematica, come pure aita GeomefCrta e alKa Mèc^ 
canica: Ci risèrbiamo a compire un si intressante oiggetto, 
quanto però sarà' conpatibile con la natura -di quest' opera y 
Mèfr articolo che segue , nel quale esporremo 4 priocipj del 
Calcolò differenziale ed integrale dedotti datla Teoi^' delle 
dterivate spiegata iti quello articolo; Si troverà così U calcoto 
cbiattato infinitesimale sbarazzato afflitto da ógni eonsiddraiio* 
ne di quantità infìnitameme {Mccole , d^ evanescenti , di limiti , 
o di flussioni; in tal guisa l'operazioni di questo Calcola 
acquisteranno quella precisione, quel rigore Geometrico f ciie 
è il pii bel pregio della Scienza Matematica. 



Anno- 
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ANSOtAZIOlftl AI SS* J^- «• 

Consistendo la legge di derivazione in una operazione che 
riclìiede Io sviluppo di ^tona funzione qiiéh]nquc'(ifr^4h'tt>) iti* 
serie secondo le potenze intere ascendenti dì u), conviene di« 
mostrare che questct sviluppo ha sempre luogo 9. qualùnque, 
sia 9(x) : Sena^ questo potrebbe sospettarsi che vi' fossero 
delle funzioni^ le quali ricusan(}osi a questo sviluppo, dòn 
potessero in conseguènza far parte di questo sistèma ** di eie* 
rivate* * 

Tutto si riduce dunque a provare che una qualunque fun'« 
zlone 9( a; -H 0) ) è sviluppabile secondo le potestà ' intere 
ascendenti di w , senza mai cootenert nello sviluppò he po« 
teoze fratte o negative di co , né Ja stessa «) sotto un* appetto 
trascendente , comunque d' altr' onde passano trovarsi delle 
quantità radicali e trascendenti in (pCoi). * 

Se per X si rappresenta un polinomio intero in x còrnea 
^ -1- ìjc -H c^^ -+- ec. è chiaro che i termini come"-y*"| quan- 
do X diviene ;c + w, ( essendo ^m v^n «pumero intero, positi* 
vo } i quali . possono essere contenuti in (p(x) ^ saranno tutti 
sviluppabili secondo le potenze intercedi a),'e cHr qùé&o^'sv^i!i'I 
luppo sussisterà ancora per tulfi *i valori *pàrtìco1Ìi^\ ctfe'Ur 
potrebbero dare ad x. La cognizione del &litbàW^fT^^ 
ci conduce a questo risultato . ' " * "'' •' '/ '^. • -^ 

Se il suppone che 0M contenga alcuni ttitartii'^cómt^ 

■ '.,-.*>•', I ■ . -':ii . . ... I. il,:i 

m 

\\/J[^.^ essendo m ed n numeri interi e positivi, questi termini 

Qu^uido X vi diviene x-^^ saranno sviluppabih secondo le 
potenze intere di w /Infàf ti* *X 'perciò'^ che sr è deftó ^ùì sbiSti'' 
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divieoe, quando ic aunieota di w, della forma X-hP^-hf»* 



ec. t dunque V ( ^ + ^ H- ?«* + w. )* = V X." 



n * 



m 



H ill^»ll 



VX»-**». CP«> + ?«* ■+• ce. )* ce. 
m zn . 

E* facile vedere che il secondo membro di questa eqas-' 
sione è sviluppabile secondo le potenze intere e positive 
di «0; tale sviluppo però non potrebbe aver luogo per qua«i 
lunque valore particolare che si desse ad x . 

Perchè se sì fa ^s=: a, e questo valore di x sostituito 
in X lo rende nullo , allora i diversi termini dello sviluppo 

m m 

essendo moltiplicanti per V-^* ^ V -X^*^ i «e. divengono o nulli 

o infiniti , e perciò in questo allora lo sviluppo non ci di 
cosa alcuna di determinato. 

Dunque una funzione qualunque 9(x) di x la quale eoo* 

m 

tenga dei termini della forma . V ^* » ^ sempre sviluppabile 

per.Je potenze intere ascendenti di » quando in essa si £1 
9^+0» invece di ^ • Lo sviluppo ha luogo per tutti i valori 
possibili di |Xc,ccettuato quelli, che rendono nulla la quan« 
tità posta sotto il radicale , cioè che sono radici delf equa- 
zione JTsso^ 

Effettivamente la cosa deve essere così poiché' lo svilujppo 



.fs» 



di, V-^*» quando x diviene x-Hoi ed x:=za^ deve di sua 

natura contenere delle potenze frazionarie di «», come' ci 
mostra T espressione 
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Ì^(X^ fm^q^^^ tc.y ^ h i}uale per il ciso ^dì x=z0 



diviene V (/'-+- 9*»+ ec.y . w^^ t contiene necessaijfiamente 

■ 

il radicale w*^ . Abbiamo indicato per p\q^ ^ ec. i valori di 

^ , 9 , ec. qus^ndo in essi vi si fa x =: a i dunque lo svi- 
luppo dato per le potenze intere non può esistere in questo 
caso particolare • 

Può 9(jc) contenere dei termini come J['^: Se in questi si 
f a AT -f- a> invece di x avremo (-X-|-|?gi)-f-9«*4-cc«)-*=: 



-m-i r^ . -.,1 , .^«x_i ^f/W-4-*) 



Z 



jf-mr-i . ( ^w +. gt)* -f- ec. )* -4- ce. . 

ed il secondo membro di questa equazione sarà sempre svi# 

luppabile secondo le potenze intere e positive idi w • 

Questo sviluppo , però egualmente che il precedente non è 
legìttimo per quel valore particolare di xzzia^ che r^nda 
X nullo: Tutti i di lui termini allora divengono infiniti* 

Si può anche dimostrare a priori che quando JT è nullo , 
devono ne^pessarianente venire nello sviluppo le potenze ne< 
gative di «i»> c che uno sviluppo che non le contenesse non 
potrebbe ayei; luogo ; infatti si ha ia questo caso 
( Jf •+- p« rhq^^ H- ec y-*» ac; (p Hh jw H- ec. )-" . ar«; e lo svi- 
]uppo del seqondo. membro di .questa equazione contiene ne* 
cessariamente la potenza negativa «>*-«• 

Può in jSne <p(x) contenere la trascendente logaritmica LX : 
Se la variabile x si cangia in x^t»^ s*avrà 

Sa LX 



,40 " ■'' ÀkAtisrtÈF:i\^Atì-' •''•'"' 

.X 

^ PlaQ.que. in generale i termini come L X quando . x vi dL 

"* ' ■■■''•' 

venta x + w sono sviluppabili secondo le potenze intere e 

siscepdeiiti (li 0^ * ^. « »? 

Questo sviluppo però ha luogo per qualunque valore dì x 
eccettuato quello di xzsza^ cne renda nulla la qu2)ntiià X 
sotto 'il ioga ritmo . In ' questo caso i tèrmini della formdla 
superiore dello sviluppo divengono tutti infiniti • ' 

Ma il vero, sviluppo deve contenere od sotto una trascenii 
dente lògantmicaV n^ P^à di natura sua contenere ioltànto 
le potenze int§#e e pò eitite (jIì^-^odcì- * , ;- \ . '"^*'f. u — " 

Infatti quando in ... 

i(X-f-fK(D-f-3w*-+-cc,) si hècìsza^' e {berciò ^'sio , si haf 
i(/^w -f- gw* •+• ce. ) = /oD-l- /(^ 4- 3«H-tf6.) ,' ove si tro- 
va OD sotto la tràsc'endehte logaritmica. ' . ^ 

Nói "crediamo 'inùtile di parlare delle xràstendèhti'cireòlari 
poicliè ' queste "^sviluppandosi in serie* secóndo ìc potenze 
dell* arco', rientrano' nei casi ctie abbiamo esammàti*; tfmils 
tasènté traiasciarinò 1 cfsàme dei tefìnìni còme "X^ / essendo 
'X,X^ due polinomi interi e razionali in^;, poiché sviluppata 
questa quantità per la serie conosciuta ^ essa introduce la tra^ 
scendente togarittnica e rientra nell' ultimb caso é^ààiihiito^ 
' Dal fili qui detto si può lìóhcliidìere xftc una 1fen2itìfnc**nqftei 
lunquc ipCx-Hii>> ^ oc^é è rtmprc svf/ùppàliilè Uc^^ 
le potenze intere e positive di od , né "può ctfàteùerè mai é 
con esponenti negativi f né inviluppato in quantità trascen« 
denti , comiSiàl^ùe' la stèssa funzione '9^^ 4^ w) contengagli 
ó-apccndctìti. di,^?4'W-' , ... .;.\ \— .- . ->--wjj> — .••.--, ul 



J m f 



Lo 



*- ^ 
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Lo sviluppo però dì cui si parla avrà luogo per tutti i 
Valori che può ricevere' la jc , meno quelli' 1.^ clic rendessero 
nulla un radicale mandando a ztro^ la quantità che è sotto il 
segno: 2p Quelli che rendessero duUo il denomitsatore d'al- 
cuna frazione 3.* Qiielli finalmente che rendessero nulla una 
quantica iogaritmiea , facendo svanire la qfuatitita àit'h sotto 
il segno • 

In questi diversi casi particolari devono comparire nello 
sviluppo le potenze frazionarie, le negative ,' le trascendenti 
deir indeterminata «i • 

S'avverta che dalle funzioni che si suppongono rappresene 
tate da 9(^)9 s' escludqno^qvi^lle. chiiiaiate da Eulero inespiij 
cabili , come per es. i • 2 • 3 • 4 • • • . se , delle quali non se ne 
conosce ancora la natura • Avremo luogo in quest' cfpi^a di 
trattenersi sopra la considerazione di queste funzioni» ^ 
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ARTICOLO IX. 



CALCOLO DIFFERENZIALE E INTEGRALE • 



PARTE PRIMA 



Calcolo Jìffèrettziale 



. • • • 1 



R 



S«i« LVappresentiamo per (pCx) o semplicemente per <p unt 
qualunque funzione di Jt e di altre quantità indipendenti da 
x: Noi abbiamo veduto ( Art. Vili. $• 3« ) che quando x 
diviene x H- ^ > si ha 

^^ -^ ^ X x^ % x^ z.i 

Dunque mentre oo è T aumento della variabile x ^ sarà 



ec*: 






d'^x. 



•^ 



'*X't"rf • -m 



9^ 



2.| 



ec* 



l'aumento che riceve la funzione cp in conseguenza delP 
aumento della x. Sì dia a questi aumenti il nome di àifferen», 
ze i si chiami m differenza della variabile x^ e si chiami 



X x^ 2 x' a.) 



ec. 



differenm della funzione 9.. 



Ai 
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^1 diversi termini che compongooo questa differenza i 

1' 

astraendo dai divisori numerici che essi hanno , si dà il 
nome particolare di differenziali Mia stessa funzione 9 : H pri<» 

no termine d^ • «d 1 si chiaioa differenziale primo ; il secondo 

d^-^ .0)^) differenziale secondo { ed in generale il teraiine n^^^ 

d^S^ . CD^ . si chiama il differenziale n**^»» di d> • 
n ^ 

Dunque : Il differenziale n*»^"® di una funzione quahinque '<p , 
è eguale alla sua derivata (a) dello stesso ordine , moltiplicata per 
fina simil potenza delP aumento indeterminato di x | cioè per ^^ . 

Oltre a dare un nome particolare ai termini che compon« 
gono la differenza di una funzione (fix) quando x aumenta 
di «D, differenza che si suppone svilupj^ta ieèon do le po^ 
tenze della stessa w, si è andota fissato un* ìaltgòrìtmo ' parti* 
colare per scriverli. S'indica per il semplice d posto avanti 
ad una funzione 9 il dì lei differenziate primo t e i differeo* 
ziali degli ordini superiori si indicano con lo stesso d dotato 
di un* indice eguale all' ordine del differenziale . 

Scrivendo eoa questo nuovo algoritmo s^avrll 

4^^ .fi/^ s=d^ip f ed in conseguenza 



+• a ■ 









(o) In tutto questo articolo qsando si pada di quantità deciTate s' 
tende le delirate dell' Articolo preGcdente • 
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La ^dmettoz» adunque di una qualunque funzione <p , sarà 

\ . d^'fri ^ -fi — X -h — -2-. H-.,ec 

2 2.} 2.}.4 

Cioè : La differenza dì una funzione qualunque, (p della varia* 
bile X f ovvero /' aumento che questa funzione riceve quando x divie» 
ne JC •+- co , sarà eguale al differenziale primo di (p « più la metà 
/H?/ di lei differenziale fecondo ; più la sesta parte del di lei diffes 
renziale terzo i più la ventiquattresima del differenziale quarto 
e così di seguito , secondo i prodotti i . isi' , i • ^ . 3 « 'i . 2 •' 3 • 4 » cCè 

§. 2. ^uandp 9(ac). è eguale alla «uà variabile ^t.il suo 
^viluppo allorché x diviene ^«-Hod, è Io stesso x-Ho) : la 
questo caso la differenza è composta del solo teiaiipe «): Essa 
dunque è cctqpppsta del :soIq differenziala priaio dtlla ^.; per« 
ciò. 4^ssr.«p ..,». ,. / . ,,:, .1 ,.,, -.^.- . .• 

U auroentQ. indeterminato , ddla...^c, è: duAqpc, la .stesM diffeJ 
renzi^e .pcioia 4j ^j. per flues^ j5Qj9ti>50 jrappresentprcifjo.d* 0]^?^ 
ip.^v^ti per. dx l' ju^i^^nto; ifidicteroiipato della ^v.arùiì>iiis xi^ 

Sktk berciò rf»-?* ì4)« 5= d^^ . dx^ tsìd^ó : D^onde si deduce 

• » «^ • • • • • • J • 

s, ^ - ^. » ' . V, . - i • » ■- v' ^ <.....«.;.■■ K : •»...;.; *. ■.'♦:. 

Cioè: La derivata n«"*n* ///' cp per, rapporto ad x e eguale alla 
5«ii differenziale nS"«* pma parrmèìite'per Appoi^o^ad^x i> G^^^ 
siderando solo x v^iabile ^ €i. /i/x;/j« jper ^x" . 
DoiA> tutto j;ja! cKc sì è'dcttp qui sopra, avremo 



E^TWerrendo-'chtr-^r xoefficftntr delle- diverse potenze -deli' 
atìoiìento'indetèrmmàdty dx ^ ^io^"^» Tai ^Ì5. : - ii 



•'■■ti: 

Sono 
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Sano cftllc ^espressioni simboliche, nelle q^uali eseguendo 4' (n' 
perazioni per ottenere i differenziali) e dividendo quindi per 
dx^dx^^ ec. svanisce affatto l'aucpento dk ^ ne semirà che 
quei coefficienti saranno totaloiente indipendenti • da 'Jxi che ri- 
marranno adunque gK scessi qualunque $1% dx ^ e che perciò 
gii stessi coefficieUnti potranno essere rappresciitati dalle medesime 

espressioni "^ J 9 ancora quando per.i^ fi,^rcajd[e88fi ign'alti^ 

quantità qualunque fi: ^■: .. ^ 

Dunque se nella superiore eqpftiòne ii (k dxisib, avremo 
sempre 



^^ '' ^ dx dx^ z dx^ a.} 

In quest^' fóf^ola -jb és|)iYi?sa^ it- "^eòreifM^' di TajIjOR . 

Si può dunque sviluppare per mezzo di una tal formola qua- 
lunque funzione 9(^+6) secondo le potenze di 6. Questa 
sene non si terminerà mai se i coefficienti delle diverse po- 
tenze di A non anderanno a zero da se med^lmi | ciò che di< 
pende ds|iU natura delbi'^ funzìode 4>. ^^ .-:.xùi. ì .ì*..;^ * 

Se però ci abbiv>gnassef.iolé^aui> emcr ' nilklief d'*>ll)^' fermnil 
della serie , volendo pur non ostante aver riguaritó^ iUà i^iÌék' 
ma di tutti quelli cbe peg^oSò , e 'Ctteohire ?[[i|]i|ifm^in^tatQeQt^ 
il resto, noi potremmo soddisfare vqiic^to ,.flijjìsitOj|jfpplij^ 
do qui quanto si è detto si $. 11. Art VriI* 

Inf^ti riflettendo che -r- ,'-fTi 1bc." Sono ìia stéssa cosai 



dx dx^ , •/ U 

identicamente che le derivate d^ y,4^^ $9^^ s^ 1: indijckia- 

, - .Su , d^tù :!'/;<;„.■:. 

mo come al luogo citato -^ per 9*; -j^ per 9 x, ec. 



é ^ dx '^ ^ dx 
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^ per <p'«)Àf,avreino9(*+6)=:9(x)-h69'(*>+-'-7 *P"W+ 

essendo i una quantità contenuta fra zero e 6 • 

Se 91 fa successi viinacnte ji.ss i ^ 2 » 3 , 4 f ec» V avranno 
le formole 

ipCx -f- 6; its 9(36) 4- 8 9^ jp 4- O '' 

«p(x H- é) 5= 9(x) -t? 69'(«ì H- 1- 9"( * -*- Ó 

•■•■•• • *•• ■* 

9(*Hh6)8=9(«)-t.69'(A?)-H^ ?"(*) -f ^r"C>c -f- i) ^ 
9(x -h fi) s= 4>(x) -♦-«9'(») -I- T ?"(«) -i- ^•"(*> ^ 

■ :' » -" o ; 



2 



: lì . • 

le quali ci danno il mezzo d'arrestare Jà serie : dopò due; 
tre t quiiV^rQji ^rfi. ' ter f»ini , .. cakolando > > approssimatamente il 
valore d0t resto w : - 
$. )• Noi abbiamo detto che df il quale esprime la diffe- 

renzìale prima di ^, è eguìsile a /i^ J^c ; vale a dire iilla de 

* • 

rivata pnma di f p^jcsa pei> ì'apporto alla x ^ e . mokiplicata 
per 4^. 

Abbiamo anche veduto al $. ant. » che ^X ^ss ^ ; 
dunque sarli ^ 



4^9 



t 
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Jipzsi'^dx: Sarà cioè ta stessa cosa scrìvere d(f^ ^ ovverò 



dx 

dx 
Il differenziale adunque del prlnao ordine di ima funxlcne 

4> sarà espresso da ^Jx . 

Scrivendo un tal differenziale in questa guisa si 6a il van^ 
iaggio di vedere rapporto a qua! variabile si deve fare 1' ope« 

razione di differenziazione ; cosi — - /(y ci indica , considerane 

do z come una funzione di y e di altre quantità indipendenti 
da jv , ci indica dissi il di lei differenziale del phmo ordine 
preso per rapporto ad )^ , cioè il primo termine della serie 
che esprime la differenza o l'aumento che riceve la z^ quando 
in essa y diviene y + dy . 

Nella stessa guisa invece di scrivere /2^(pi( il quale cr indi' 
ca invero il differenziale n*»*'^ di <p, ma non si conosce rap- 
porto a qual variabile' si deve £are la differenziazione ) essendo 

X la variabile della differenziazione • scriveremo -r^Jx^ . 

dx 

Questa maniera dì scrivere i differenzpali non è necessaria^* 
quando b funzioni contengono una sola variabile» 

d^ 9 . ^ 
$. 4* U espressione -t^ significa come abbiamo detto, la 

differenziale n««m» di 9 presa per rapporto ad m ^ e divisa 
per la potenza n^""^ di Jx ; io una tale espressione i) dem> 
Hsinatore dx"" h due veci: Prima ci indica quale è la varia» 
bile y rapporto a cui si deve differenziare ^ e quindi il numeti 
IO delle volte che V operazione deve c^hxc ripetuta : egli è 

T a 



1 
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divisore del risultato ottenuto per fntzz^ delln) differeotiazionei 
ed è destinato per conseguenza a svanire dal calcolo*: Cosi 

¥ effettiva espressione di -j-^ non contiene , e deve riguardar^ 

li iomt non contenere il /br» 
Ma in che consiste quest' operazione di differenziazione? 

Essendo -j-^ ^x« z=: d''^ . dx'^ , si vede , che per avere il 

differenziate n«"*® di una funzione (j) , ' bisogna prendere la deru 
vata n«*'^"* della detta funzione^ e moltiplicarla per una potenza 
^wirna j^ip aumento di x , che noi indichiamo per dx • 

Dunque tutto ciò che abbiamo detto ( Art. VIIL ) per 
trovare le derivate delle funzioni di una datti- variabile x^ ha 
luogo per trovare i simili differenziaK • . * 

Trovate le derivate prime 9 e moltiplicate per dx s'ottent 
gono i differenziali primi : Le derivate seconde moltiplicate 
per dx^ ci danno i differenziali secondi , ec« 

Anche considerando i differenziali in se stessi è facile vedere 
che s'avrà il differenziale primo di una funzione. 9 facendovi 
X ^ dx it^vece di ;c, e sviluppata secondo le potenze di 
dx prendendo il termine ove ìi dx h alla prima potenza | 
termine che avrà la forma Pdx. 

S'avrà alk>ra d<p:=:zPdx: Per avere il differenziale secondo 
non facendo alcuna operazione sopra dx ^ che noi suppon- 
ghiàmo aumento indeterminato indipendente da x 9 si prenda 
a d/ffeftn«iale* -priMo del coefficiente P , cioè si soatittMsca 
5e'tl-+/ji per x wella funzione P, quindi sviluppata «ecòtìdo 
h pKftewie 'dì'^tc/ sì 'prenda il termine Qdx , nel quale^ ^ 
è^*Ba prima potenza, e s'avrà allora dPz=:Qdx, e' perciò 
1*^9 =iP. ilAf ss jQJ:«*, e così di seguito. • 

Si 
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Sì deducono adunque i differenziali uoo dati* altro per.Ja 
ripetizione della medesima operazione: ]^3si, spoo .«q^iantità 
derivate legate fra loro per la legge di differenziazione, la 
quale non è diversa in sostanza da quella appartenente alle 
derivate dell'Articolo VIIL ' ' ' 

Non sarà inutile una osservazione: Le espressioni* -^^ i 






dx 



z 



9 ec. sono come si è detto , identicamente la stessa cosa 



-f\ ■ ■ i. 



che d^ , d^-^ 9 ec. ; esse sono dunque . funzioni della 

variabile x indipendenti affatto da Jx, è che tiori Io con- 
tengono in moda alcuno; Egualmente ^ è la differen^ 

dx 

ziale di 9 raj>portp alla variabile » \e flivisa; per dx i 

Essa è dunque una funzione di x che non contiene dx : 

la -7^ i la diffetènzialc della funzione -^ rapporto alla 



->. . • .'■ >>«- 



variabile x e divisa. j>er, /far; questa espressione "j^ è finco- 

ra essa una funzione sola di x senza contenere dx . e così 

,■*.''. 

dell' altre . 

Ora indicando la differenziale di -^ rapporto ad Jir e di« 

visa per ix per —nr^ ^' suol, nella naanier^ ordinaria d*c8pri« 
mersi in calcolo differeazials , dire ^ L'esprcHionc 



d 
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--T— ^ lo Stesso' che —1* ovvero -7-^ qumUo net differenzian 

do 

-T^ si suppone contante dx ; ma per quanta con qtresta prin- 
cipio 8^ ottenga ancora -j^ come sopra ^.pore oDa tal fD^ 
niera di dire è erròdea : Non si fa alcuna, operazione sopra 

il dx di -7^, poiché effettivamente questa -— non lo conti^ 

ne, e non perchè ei sia costante^ come si dice eomunemente: 
Vale Io stesso per i diffecenaiali degli ordini superiori » 

§. ^ Noi abbiamo sopra veduto ^^^r^h .identicamente 

h stessa cosa che ^^^ ,^ ed in gcneraTe che ^*^ è Ea stessa 

cosa che //» X , e che si fa precisamente la stessa operaamoe 

\ 

per ottenere ciascuna di queste espressioni f non^ sarà adunque 
lautHe òssesvaré come si può cangiare qualunque espressione , 

nella quale vi siano te derivate d^^ , 7n un'^aftFa identicamen* 
te la stessa , nella quale invece di quelle derivate si trovila 
le espressioni differenziali -^-^ . 

Servirà per questo (asciando nella derivatar to stesso indfce 
al dj caogiare la barra recurva d^ indicazione in sbarretta di 
divisione y e omettere invece di x'^ la simile potenza dx^ di 
dx » 

Qaest'^ 



1 
A 
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Quest' ossei^azioaé ci dà^ Uè minfen di : capgìÌH'e £acilineht6 1 
€ quasi senza aijCiuiaMf9%$^0nfiv r tlgoxkiiio\ ad iiqttfi(le^>pi9Mc^ 
co essere stati scritti cer^i rii9f|i{tatf\» ^ ) ^ , t> . ^^ ^ 

Avremo in conseguenza i differenziaU ^imi ;clelte ibnzion^ 
•empiici di una variabile, ae, cioi:(lti «'"i-^j. xw^,, *pi^ii',«'^f 
espressi come segue t^. > 

Ja^ zi=r a^la.dx o! .. . i 

""*" X 

Jsenx ::zzcoiX,dx 

Àcosx = •— s€fj X * dx , 

moltiplicantfo per ^jc le derivate prlitte dèlfe stessè funzioni 

xitrovate al $. 4. Articolo VIU. 

Egualmente se per p %q,r ^ ec. si rappresentano delle funaio* 
ni semplici della variabile x, noi abbiamo trovato al §. 5. del 
citato Art. I che essendo y =:*ip4- Ì5-4-crH-;ec. C^i^t^rap; 
presentano quantità indipendenti da ^ ) sia ha 

d^ = W<S. % hi^ ^ cd^ -4- ec. , 

X X X X 

e perciò nel!' algoritmo differenziale avremo 

dy dp ^ j dq ' dr ^ 

dx dx dx ' - dx 

e moltiplicando per dx ^^ ^ 

che può ancora scriversi così 

dy 1SZ adf ^ bdq^c^r ^ Wf 
quando in tutta questa espressione non vi si contenga che 
la variabile x^ 

Si 
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» Si deduce ^ì qvà: Che fer avere ti Jiffifen^ale di utt* fan' 
^Ottt compia 'Ji pià'iemnm come' ap ^bq-*^ cr -H ^fr- » essefiJo 
a^b ^c 9 ec. p ^q ^r ^ ec. come ' abbiamo sopra supposto , conviene 
frenddre il dSjfennziale di eiasctm termine separatamente : L'ag* 
pregato di tutti quésti differemiaii é il diferenziaie che si ri* 
cerca • 

Abbiamo parìcneDte dimostrato ( $• 5* Art. Vili* che 
facendo 

y = apqr ec. 

y =5 — ^ s* avrà 
d^ .ssz apqdZ^ -^ aprd^ H- arqd^ + ce 



X ** X ' ^ ^ X 



dl^ 



aqd^ y^ ap d^ 

^ X ^ * X 



,z — * 



X q 

Dunque nell' algoritmo differenziale avremo i 

du rf'" . da dp , 

— s= a/g— + apr-^ ^ arq-^ -H ec. 



dp ^ dq 

dy ^'"57 **" ^^Ib^ 



i 



dx q^ 

Di qui si ricava facilmente 

dy ss apqdr -H aprdq <-{« arqdp ^ ec. 



v 



Questi risultati ci danno la maniera d* avere i differenziali 
dei prodotti delle funzioni p%q%r ^ te* e dei quozienti delle 
dette funzioni t^q%r^ ce. della variabile x . 



%6x 
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§. 6. Indicando sempre per p^qs r, «e. delle funzioni senu 
plìcl di AT, si è veduto ( §. 7. Art. VilL ) che se si ha 
y s=: F(p^ ?» >•» ce. ) f ovvero semplicemente y zs: F, rap- 
presentando per F una funzione qualunque delle quantità 
Pi 9 i ^9 ec» , avremo 

Ji^ = d^^ .d^^d^.d^ ^ dS.d^ ^ ec. 

X ^' . p X q X r 

Dunque 

dy ^_ j£^ dF^ dq- dP dr dF_^ 

dx "~* dx * dp dx * dq dx ' dr - 

e quindi 

--r- dx :=--—•* -^ dx -4-— — •--^Ja? H- — — • -v- ^at *-f- ec. 
^a; dp dx dq dx dr dx 

Ovvero supponendo che vi sia la sola variabile x 

dF j . d^ j ^ ^dF j ■ 
dy = —7— dp H — r—dq 4- -7— ^r H- ce. : 

'^ dp . dq dr 

Cioè : La differenziale di F(pn q^r t) e eguale alla somma dei 
differenziali della stessa funzione presi per rapporto a ciascuna 
t , q» ry ^c separatamente , jcome se "queste fossero delle variabili 
indipendenti . 

Per mezzo dì questi principj si può sempre ottenere il diffe- 
renziale qualunque di una funzione data * qualunque di x : 
Per esempio se si avesse 



a 



y ^sz a sen. x «-H V cos.x -t- log* x M- —^ ---^ , e se ne vo* 



lesse il suo differenziale primo, si supporrebbe sen.xs=zp^ 
cosi X ^ log.x =s q ^ a^ z=z r ^ a ^ bx zsz s i fatte quindi le 
sostituzioni si ha 

* V II 
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Il differenziale di questa ultima espressione i 

ip SS dxcos.x 
dq z=2 ^^ dx sen. X H* -ssz • dx 



X X 

dr = a^ la. ix , ds rr W«: : 
Dunque sostituendo avremo dy =adxcostX 



(t — a: sen, x )dx . a^la.dx ma^bdx 



^ x\J{cos,x+logx (ja^bx)"^ [a^bx]'^'^^^ 

e questo sarà il differenziale primo delf espressione proposta.^ 
Si vede come potrebbero aversi le differenziali, seconde , terze 
della detta funzione. 

§• 7* Al §• 9. Art. Vili, abbiado dimostrato che se 
•^(^ , 5^) =: -o esprime una equazione in x t y ed altre quan- 
tità indipendenti da^ e day , e perciò, costanti riguarda ad 
«sse , sussistendo la stessa equazione I^(x ^y^c=so^ che indi- 
cheremo più semplicemente per Fzzzo^ sussisterà anche Tei 
quazione alle sue derivate prime 

Ij . • • • • • »'*-'•+• »^-^ . d^^ zsz o • 

x X y 

Sussistendo T equazione (i) avrà luogo anche T equazione 
alle derivate prime, di essa , cioè l'equazione alle derivate 
seconde della proposta, e cosi di seguito i di modo che diata 
una equazione fra <Iue variabili x^y si ha una infinità d*equa« 
zioni prendendo le derivate prime, seconde, terze ^ co/ di 
essa , le quali tutte avranno luogo insieme con lei • 

Ora se r equazione alle derivate prim^ 
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jP ■ jy jF 

X X y , 

Si moltiplica per 1* aumento indeterminato della x, cioè per 
0) I r equazione avrà luogo egualmente , e sari^ anche 

X X y y 

II primo membro di quest' ultima equazione è, come si 
può vedere al citato $. , il secondo termine dello sviluppo 
di /X a: ,jv) y. quando considerando* y come una funzione di* 
3C, si suppone che x divenga x-Hwj avvero ih primo rocm» 
bro della detta equazione è il primo termine della difFerenza 
o aumento I che rfceve tutta la funzione F(x ^ yy in conseguen^ 
za dell'aumento (o della variabile «at» Questo termine dunque 
è il différeiìziale prima di F(jtf ,y): Dunque quando si ha 
Teqpitàiupne FCx ^yy:=zo^ anche il differenziale primo di lei 
equagliato a zero sarà una equazione^ che h» luogo insieme 
con essa ; 11 differenzile secondo eguagliato a 9ero , ci da« 
rebbe un' altr' equazione e così di seguito • 

Questi differenziali di una funzione i^igr^ , jv )^ quando y si 
suppone (unzione di x , si possona ottenere, a prendendo le 
derivate - simili , e cangiandole in differenziali come si è detto 
sopra; ovverei seguendo le regole per . i differenziali" vdaté ^I 
§• antecedente. , , 

Qualunque regola che si ^egua y T equazione F=£= o ci darà 
r equazione differenziale del primo ordine 



■». 



»» . 



dF r . dF ,,ày ì 'J r 

— — dx H* — — . -2- dx =i Of 
dx -dy dx , 

. • t « f .• ■ •» ■ » ■• -'a " ' • f ■ ■ ■ ■ - *• * • ■ 

che ha luogo insieme con lei • 

Indicando per /Ji^ss o una tale equjiaiòne i per JI^F la 

differenziale di dF^ e cosi di iseguiio i ? equazione Fss o 

:- '^ V 1 darà 



«< 
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darà origine alle equazioni differensiali ^ 

^ F = o del primo ordine 

d^Fsso del secondo ordine 

•/{' F SB o del terzo ordine 

ec. ec* 

Per farne un esempio ^ supponghiamo che s* abbia fra 
X y y V equazione 

x^y -4- by^ -4- x^ 2=r o 
troveremo subito > prendendo il differenziale primo 'di questa 
equazione ^ un* altra relazione- fra oe\ y j cioè 

^xydx + x^—j—dx H- thy-^dx •+• %x^dx == o , ovvero^ 

poiché è indi£ferente cfie tutta T equazione sia a no liiòltlplfca* 
ta per r aumento indeterminato Jxi ^ .^; < . > ^ 

Differenziando la ritrovata equazione^ s' avrà un' altra rela* 
zione ai differenziali seeoudi della proposta > che ha luogo in- 
sienje .con lei', cioè -'•' ' • '- » 

i> ^-f ^x ^dx^'^ tx^ "ix^-^k-^^d^;^ %h^ :^dx^ 
f^- i/HÌx^ s=3 o : rOvvero totto diVidjéndo , per? dx^'^ ^ ^ 

e cosi di seguito* ..*' * , t ^ 

Avvertendo che ^ è considerato fpnzionre^ della sola x^ si 

potrebbe scrivere anche ^"^per j^^at, e /i^y per —^dx\ 

(! 1^ equi^ioni differenziali servono, r .determinare i differea« 

ziaiiv^ei diff/erenti ordini di iina futizione y di ^^ quando 

i • questa 



/" 
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qtiesta iion è am fiaiuiioiid. espticiltf ma è data per una equa* 
ziotie fra x^y ,- così: m Fso è qiresta^ egiiazbne, il di ìm 
differenziale pdtuo ci dà « < • 

Prendendo i differenziali dei due aembri della ritrovata 

equazione , noi potremo ottenere il differenziale secondo. 

■ ■ { * 

-T-y dx^ ; quindi il terzo , e cosi di seguito ; Tutto ciò non 

ha veruna difficoltà. 

§. 8. Passiamo a trattare delle differenziali delle funzioni a 
più variabili • 

Se « è una funziqpe f(x ,y^ di due variabili indipendenti 
fra loro, quando x aumenta di una quantità qualunque cd, e ^ 
d'un' altra quantità qualunque 6, la quantità z che allora di* 
venta /(ArH-a),y«+-6 ) , si può sviluppare in serie ordinata 
per le potenze ed i prodotti degli aumenti indeterminati co , 6 .* 
Questa serie secondo ciò che abbiamo detto al §• 9* > Art, 
Vili, è 

ec. 



ec. 



ec. 



eci 



a* -4- d^. 

X 


, w 


-^^'f^' 


» ■ 

2 




Ti 


-h 


d^ 

y 


.0 




w6 




»2d 

2 


'f 


' . . > . 


■ 


y^ 


e» 




•a* 

• ■■■"■• 
2 


'• 


• 




• 


» •■ ' 


a» 





■"■f^ ec» 



Ora 
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Ora tutta questa serie eccettuato il |nrin(»UecinItie ;(,:^ IVaui; 
mento che riceve z , in. virtù detjluè Mioieoti «> , fi indipen# 
denti fra di loro, ed appartenenti alle dtk vadabjli x^y. 

Questo aumento si chiama la differenza di Zj mentre gli 
aumenti a>,6 si chiamano le differenze di ^ c^di y. 

I termini poi che compongono questa diffefMza , astraendo 
dai divisori numerici 9 si chiamano J/^ere«v*a/i parziali di quell' 
ordme indicato dal l'iingo , che occupano nella differenza. 



f» .. ,. v ,• j_t ••? 



Cosi ^~flD , i— fl sono due differenziali parziali del* pri< 

X y 



'Z 



mo ordine : ^^^ od* , "^r--^ . w 6 , ^6* sono tre differenziali 

dx^ dxdy dy^ ■ * 

parziali del secondo ordine e cosi di seguito. 

Scrivendo questi termini con l'algoritmo differenziale, cioè 
ponendo J;r per w ^ t Jy pe)È ti e cangiando. .la caratteristica 
delle derivate qella caratteristica differenziale 9 avremo 

d2 1 d» f. 



dx /■ dy 

per le due differenziali parziali del primo ordine : ' 1 

dx^ ' dxdy -^ dy^ '^ .* . 

per le tre differenziali parziali ^del secondo, e cosi di seguito» 

Avvertiamo anche una volta , che nelle espressioni come 

d^z 
— -- , il divisore dxdy non solo xi indica che i* differenziale 

secondo di z deve essere diviso per il prodotto dxdy ^ ma 
che questo stesso differenziale secondo deve esser preso dif- 
ferenziando una volta rapporto all' x , ed una rapporto all' jy • 

E' poi indifferente T ordine da seguirsi nel fare queste ope« 
razioni di differenziazione, ed ba luogo parola a parola lo 

stesso 
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stesso Teorema che abbiamo dimostrato per le derivata ($-9- 
Art. Vili. } Così per avere il «differenziale parziale 

81 può incominciare dal fare la differenziazione rapporto ad una 
variabile un certo numero di volte : poi passare alte differen- 
ziazioni rapporto ali' altra variabile , quindi tornare a differen* 
ziare rapporto alla prima » e così di seguito ici queir ordine , 
che più ci piace* 

§• 9. Data adunque una funziona z delle due variabili 
X , y indipendenti fra loro , facendo aumentare x della quan- 
tità dx ^ e y della dy , avremo 

dz j , d^z dx^ _ d^z dx^ 

dx •+". * . ^ ' • — H— — . ' « • -' ■' "*H ec» • 



dx dx^ z dx^ 2.} 

dz , . d^z , , d^z . dx^du ^ 
dy -+- -j-j-^dxdyzzz ■ ^ ■ • ^ 4- cCi 



dy dxdjy * dx^dy * 2 

d*» flfz/* dz^ dxdy^ 



dy^' z ' dxdy^ ' 2 

dy^ * 2.J 



eci 



ec< 



eC( 



dz dz 

Noi abbiamo detto che i due termini -r— J;?^, 1b^^ ^' ^'^^*'' 

mano i differenziali parziali di z del primo ordine , il primo 
pceso rapporto alla variabile x i \\ secondo rapporto ad y . 

Alla somma dei due differenziali parziali del primo ordine, 
81 dà il nome di differenziale totale della stessa z del primo 
ordine , e s* indica semplicemente per dz ; di modo che si ha 



- dz ^ dz , 



Dunque 
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Dunque per avere la differenziale totale del prima ordine 
di una quantità 7» funzione di due variabili indipendenti , epa* 
verrà prendere le differenziali parziali del primo ordine della 
stessa z , e sommarle. 

Se la differenziale totale àz della quantità z $ ^^ differenzia 
prima per Rapporto ad x, poi per rapporto ad jy , e se si 
sommano le due differenziali parziali della stessa dz % s'avrà 
la differenziale «totale del primo ordine di àz » che s' indicherà 
per àch^ ovvero per à'^zi E questa sarà la differenziale totale 
del secondo ordine della quantità z • 

La differenziale totale del secondo ordine sarà dunque cosi 
espressa 



** * —dx*- ^ dxày ^ ^^ dy^ ^ 

Egualmente troveremmo il differenziale totale terzo 

e così di seguito • 

E' facile dopo tutto questo vedere , che potremo mettere 
Io sviluppo superiore sotto questa forma più semplice 

j , d^z . d^z . d^z . 

dz -+• — •4- . H- ■ -+- ec. 

% 2.} 2.3.4 

intendendo per dz , à^z , d^z , ec. le differenziali totali del 
primo , secondo , terzo , ec* ordine • 
Se per àz s' indica la differenziale totale di una funziona z 

di più variabili^ .— esprimerà il rapporto della dz ìM^ì dx: 

Ora abbiamo detto al §• *•» che per -j- s' indicava la dif- 
ferenziale di z presa per rapporto ad x soltanto 1 o la diffe^ 

reo* 
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renzi^. parziale rapporto ad, jc_<i\€livi$a/pèr dxj dtioqùe V istes» 

sa espressione rr-^ può avere due diversi significati ; A fine 
di non confonderli si'^'imitiaginato ptr distinguerli di seri, 
vere il secondo fra due parentesi in questa 'guisar-r-^J ; Così 






d* ora in avanti -j-, esprimerà il r^pppirto della dififerenziale 
totale di ;& alla xl^erenzialè della variabile jc , mentre 

(dz \ , ^ ' ' 

— ) sarà una espressione simbolica, che ci es^primerà la dif- 
ferenziale parziale dì z presa per rapporto ad ^ , e divisa 
per dbc . Nella seconda espressitene il Jx del denominatdre è 
destinato a svanire ad operazione eseguita « 

Queste due diverse espressioni si riducono/ alla medesima 
quando z è funzione di una sola variabile; nella medesima 

maniera —^ ci rappresenterà la dififerenziale totale seconda 

(d^2\ '.' ' * ■ • 

— ^ ì la differenziale parziiale secon* 

da di 2 presa soltanto rapporto ad ìse e divisa per dx^ 9 e 

così di seguito t 

Per una tal nuova maniera di scrivere si avrà 



■'» ^ (^)^ * m->y 



■*"«.* 



c perciò ^ =;=(^; 4- (^;^ 
egualmente • \ 

<^H = (^,)^>.# <^),i«i^ + (0)*», .qui»* 



/ - ' V 



r • • 



X 4*2 
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ei =: ('^\^^(f^).-^ e cosi di 

seguito • Troveremo in appresso utifissimo queìt* algoritmo • 

$. IO. Al $• 13. dell'Art, ant. abbiamo dimostrato questo 
Teorema rapporto alle funzioni derivate ; Acciò due funzioni 
F % F^ delle vfiriahili x , y indipendenti fra di loro 1 possano es' 
sere prese ambedue per delle determinate funzioni derivate di una 
stessa funzione z i atàò per esempio possa essere ' 

F z=z'd'"'^^^^^^e rzì^df-^f^^^ , dcKie sussistere fra P 

F F' 

ed F' questa relazione dP +^^ ,,. ^ =z= d"^ ^^^^ : 

QueMO Teorema dà . origine, ad uno stesso Teorema per l 
rapporti differenziali .parziali : Acciò pofsa considerarsi 

; 1 '; cioè affincidè possa prendere la funzione F t^r 

dx'^dy j . , . • 

il differenziale parziale di z preso m volte rapporto ad x ^ ed n 
volte rapporto ad y ^ e quindi diviso per dx^ dy^ ; e nello stesso 

(dP^^z \ ' ' ' 

^^ — ; — .1 1 ciof F' 'eguale al differefiziale parziale 
dxP dyl / ' :.''''' 

della ^t^ssa z , frero p volte rapporto ad x^ q ^olte X^pporto ai 

y ^ e diviso per dxpdy^, dovrà aversi qtiesja ec^iazione fra 



' ' \dxf dyi ) \ àxHy J ' 



■t 



Vale a dire : dovrà il .d^eri^^idti' parziale ^i 'Fpttso p volte 
rapporto ad x^ q volte riporto ad y e diviso per dx^dy^^ esses 
re eguale al differenziale ptrziale di • F' pypp 'vf v^lfe irappèrto 
ad X y n volte rapporto ad y e diviso per dx^dy^ . -». f 

§. it« Di qurseigue che acciò oim espreasione Fdx^Q^y 
possa essere pttss^ per una diffcitnziale totafe del' primo 

": or. 
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ordiae di uaa. 'fi|nzìo^e <& y "> cioè _ possa esser presa per 

(dz \ t ^ dz \ ■ "^ ^ ' •. ^ 4% * " 

— 1 Ja;-H i^r^J^fy converrà che fra -P e ^ vi sia questa 



relazione (^) =(f^). ;; 

Egualriàeate acciò unfa^ espressione'^ Pi^^ 'h QJxJy -+» Rdy^ 
possa essere presa per aha differentiale totale de! secondo 
ordine di una quantità z^ Cicì ptt 

F j Q ^ R vi siano le relazioni espresse da queste equazioni 







. ■ . yHx/ z\dy 

Nella stessa maniera si potrebbero trovare fé relazioni, che 
devono aver luogo fra P t Sii R ^ S, acciò la funzióne diffe< 
renziale Pdx^ -l- Qdx^dy ^.Rdxdy^ -f- Sdy^ , fosse una diffe* 
renziale tsa^tà del terto ordine dt ona quantità z; ovvero 
acciò potesse questa espressione prendersi jptor ' 

€ cosi di seguito. - 

$• i2i Sìa Mt' ma funzione dclfo VÀriàbilr ac » j^ indipendenti 
fra loro , dati per una>'cqùatioiie''Fsssa^*9 essendo F una 
funzione in x^y^z» Noji aJbbiaiiX) \ veduto /al 'S« T. che esi« 
stendo l'equazione Vsszo^ b»' luogo anche ^f equazione diffe« 
renziale del primo ordine 

Xa (I) 
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la quale s ottiene differenziando la proposta >acj^^8upposrzione 
di jv costante: Supposizione che è l^gfttimat^ poiché xty 
essendo indipendenti , uria non risente la variazione dell* altra / 
e perciò tpoQ.Jpoftafn^ un«ì«l« rìgiipdo,;.d^r^ltr»«* l^uosta equai 
spione 8i chiana' 4l^^i£^9?i^f^rW!l^ ^4eir e^zione^ F=o 
preso a riguardo di xi Egqfilipj^pte {fc;:;>^ dà originq all'altra 
equazione differenziale paffziale del / primo ordine riguardo 
ad y , cice ^ . . » , ^ 

Avendo luogo le due eqnasièol (^^)^v^a) quando ha luogo 
r equazione F = o , avrà '.ai^cbe lu<>govnfl medesimo tempo 
la di loro somma (i) «H- («)= o"^ 'cFoè / 

che è 1» |^ffic^elfti«^,<oiUlle,4^^: f!^:pspj^ cioè dV^s^o^ ,;• 

Sihftfduoqùe qu^jto, Teorema :i)a:r» ftquaiigpeV'ZSL^fra 
tre variabili x ^ y^ t^^ Jf cui\Hfj^ p^ eset^tpi(r, :^ .\si ^fiusidera /un 
zitme. deUt altrac^iifie ^ ^^^o.. 9^^>f^ *fifAp^^J^^^Ì^/K% di.JpyOy 
se si prende la i^eiren^aif,: favaiole 4(> i^^sa. facendo, solovcltìar* 
oc , e s^-egHagUa a zei^ ; se H ne prende ^a diffiren:^iale . parxiale 
attribhendb la variakili^à udi'^y , e / eguaglia * 4» ^z^ró ; e ' fe jfo^ 
se si sommano le due differenziali parziali che. J^iì0ìvale ;a Are se 
fie prende In differenzìaU .ttitak\S^cei$^-tutfOi^:^rìfif^^ fe//^^« 
glia parimente a ,^iiri3t^\i mmwno:^tr^^^^ ciò* : 

t - •: .::niiq !: j v^ - . . 



«* > 



l '.4 * • •■ 

\ 
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: (^)*+(fX#)*=*-. 

dFcrzo^le quali sussisteranno^ ed avranno luogo insieme con 
la data F" :i=: o . ^ 

: Osservando che z essendo una funslooe di x t di ^ | la 
dtfiftfébziale totale, dì :( è ì: i .. 

e Incenda» questa softìcu^ne ne)Ilìitquf{9Ì'one:<)uì sopra trovata . 
(1) *f- (a) Tszi o % s' ottiene per .una tale equaeione .questa 
forma più stmplice 

che è la differenziale tt>tale d<}lla ^propósta ^ ottenuta prenden- 
do la somma dei differenziali parziali di V per rapporto ad 
^% y ^ ^> considerate queste corpc indipendenti^ i^fra loro. 'à ed 
eguagliando la detta somma a zero. .,:::. . .Ani 

. Acciò dpnque una equazione pfpposta VJx^S^y^-^-^BJzfSs^x^ 
possa essere presa per la differenziale totale d.^uo' equastfoM 

dovremo avere queste tre equs^zioni di condizion^>«>^U 'r..,\ 

V dy J T\ dx / * V dz ) \dx) \ \^ J 'TTiV^Jf * • 
Egualmente sussistendo una equazione ; 7^ ;s: e 'fra. ;:kr.t>>T^t:(, 

perciocché abbiamo dimostrato al $. 7.^: hanim Jbo^age .ius« 
SLStonoT equazioni differenziali rapporto ad x ^j^ht-^i c.hia- 
mano parziali , poiché essendovi nel!' equazione un!-- altra va* 
riabile y ^ vengono in considerazione i diffcrepziaji , rapporto 
a tutte le variabili, cui si è dato il nome di totali ) del se- 
t\ f \; condo, 



o , cioè sia 



N 
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condo , terze | ec ordine : Come pure hanno luogo l' equazioi 
ni differenziali parziali rapporto ad y del secondo , terzo $ 
quarto I ordine ec. 

Prendendo le dififerenziali parziali rapporto ad y , delle 
equazioni differenziali parziali rapporto ad x, e viceversa, 
s'avranno altre equazioni che sussisteranno insieme con Fs=o; 
ed in fine sarà ben facile vedere che 'anche qualunque com< 
binazione di queste equazioni differenziali parziali » avrà luogo ; 
e perorò le differenziali totali di qualùnque ordine dell' equa- 
zione Vzszo saranno equazioni , che sussisteranno ed avranao 
luogo insieme con essa. ^ 

Da questa considerazione sì deduce un' importante Teorema: 

■'.'■:- ■ '. • • ■ Tb OREM A^.- ' 

- Dii/A ^im^e^uai^ne .qualunque Testo fra tre vàrìahili x^y^Zf 
tutte P equazioni differenziali parziali che si possono da essa de* 
duru^ sIb^ le^tiine ed hanno luogo * insieme ; come pure le equa* 
rwfit'differeHZiàH totali di qualunque ordine sussistono ■ ed hanno 
luògo insieme con lei . / , - 

Queno Teorema- è ordinariaìtie'nte supposto nei diversi trat* 
tati di calcolo integrale, ma non dimostrato • 

Qi32^feo abbiamo detto si estende facilmente alle funzioni 
ed eqàazioni d'unteaggior nomerò di variabili senza la mìa 
nima diffiooftà : Crediamo adqnque inutile tAitteoervisi • 
: $. 13* Abbiamo veduto al $. 24. Art. Vili, che essendo 

F^QdZ^ =^ o un equazione derivata del primo ordine fra 



x'^y t la derivata dl^ , si poteva trasformare quest' equa« 



zione 
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zione ^n uà* altra y nella quale si cooftiderasse x coese funzione 

di y, e che in conseguenza contenesse la derivata à.^ della 

. y 

X rapporto ad y . Questa equazione trasformata era 
P//w^ H-^=:o. Ora cangiando , perciò che si è dftto sopra, 

y 

r algoritmo delle derivate in quello del calcolo differenziale , 

^ dy 

si avrà per la prima equazione P-f-^»^ ss o , e per la se* 

conda P._ H-j^=ro . 
dy 

V una e Y altra di queste equ^izioni ci dà Pdx -H Q^y =^ o • 
Dunque . questa stessa equazione ci rappresenterà e l'equazione 
differenziale supponendo y funzione di ^ , e T equazione diffe« 
Fenziale supponendo x funzione di ^ , e ciò secondo il signi* 
iicato che si dà zi dx ^ e al dy . Nel primo caso dx è V au« 
mento indeterminato di jc, e i>^ è il differenziale della y^ cioè 
il secondo termine nello sviluppo di^ y per le potenze di dxp 
allorché invece di at, di cui y e funzione, vi si pone x^dxi 
Nel secondo caso dy è 1' aumentb' indeterminato della varia- 
bile y^ t lì dx h il differenziale della x considerata Come fun« 
zione di j; . 

Al luogo citato abbiamo anche veduto | che V equazione 
del secondo ordine 

$i trasforma in questa 



Ner 



/ ■ 
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Neir equaa?toae (i) è considerato y cóme faazioac cTi Xr 
e neir equazione (z) viceversa si considera x come funzione 
di y . Queste due equazioni scritte con T algoritmo differcrv 
zidle divengono 



(2)'...!. P^^V^^ - /jf-? =•. 

La' prima è una equazione differenziale del secondo ordine 
ciguardando y come funzione di ati e prendendo le differen* 
tiali di y rapporto ad jc; La seconda è una equazione pari, 
mente differenziale del secondo ordine | nella quale si è trasfor- 
mata la prima I considerando x come funzione di y e pren- 
dendo j diffcreozialf di x rapporto ad;>. ». 

Ora r e^uaìeione («)' 

dy^ ^ ^ dy^ ^ ^ dy^ "~ 

divisa per dx^ ; e moltiplicau per dy^ diviene 

' dx dx dx^ 

E qucst* cqttazioné (3)^- chciìene • lUògo dell* equazióne (iy 
è una equazione differenziale del secondo ordine , nella quale 
^ si considera funzione di y: La quantità dx h il differenziale 
di X rapporto ad ^ , e ^^ è l'aumento indeterminato della y. 

dy 
Ciò premesso , -^ esprimendo il differenziale di y preso per 

rapporto ad ^, e diviso per dx , è chiaro che questa è um 
espressione simbolica, la quale in sostanza non contiene dxi 
così non si potrebbe fare alcuna operazione sopra dx ^ il quale 
non vi comparisce cìhe come un'indice destinato a svanire 

ad 
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ad operazione eseguita ; pure consideriamo per un tnooscnto 
dy ^ t dx come due nuove variabili funzioni di x. 
S'avrà in questa supposizione 

dx dx^ dx dx^ 

come è chiaro per le regole della dififerenziazione • 

Ora se delle due dx ^t dy una sola fosse variabile, e T altra 

costante f noi averemroo d ^: dx =: -— Quando è costaa* 

dx dx^ ^ 

te dx , e d-^idx =: — -v^ • . ^ quando è costante dy. 

dx dx dx^ ^ -^ 

Si consideri adesso T equazione P-+"^ j-^Kd ^ : dxz=iot 

Questa si cangia nelP equazione (i)* quando dx è costante , 
e neir equazione (3) quando dy è costante. 

Ma l'equazione (3) è la stessa cosa che l'equazione (2)% 

tlunque : Trasformare una equazione del secondo ordine 

jQ^ -^ -+• JR 'Yi ^^^ ® ^'^^ y ^ considerato funzione di x 9 
dx i*«v 

in un* altra in cui sia x riguardato come funzione di y ; equivale 
a dire : trasformare Una equazione differenziale del secondo erdi* 

ne P^Q -^ •+- JR — ^ := o ove dx è supposto costante in 

^ dx dx^ 

ut! altra nella quale sia costante dy • 

Questa seconda espressione m>n è esatta} ma è in uso nel 
calcolo differenziale « 

§. 14. La derivata dell' equazione P-H jQ J-J = , consi- 
Renaio y come funzione di x, è 

Y (fl) 



170 ANALISI DERIVATA 



y X X X ' y ' X -^ x^ 

rarimcntc la derivata di P^^ -j-X2.=o, nella quale si riguar. 
da X come funzione di y, è ( $* 24. Art. Vili. ) 

>: y y y y x . y ^ y^ 

Le due equazioni PH-jQ^^— =: o, Pi-^-H ^= o scrit* 

te con l'algoritmo dififercnziale si riducono alla Pdx^Qdyzz:o: 
L'equazioni {E) ed (F) scritte col medesimo algoritmo si 

cangiano in 

Ora facciamo —^z^zp: Se consideriamo per un momento dx 

dx ' '^ • 

t dy per due nuove variabili come al , §. ant. , diflfereazian» 
do P •+• Q^p =1 o I e dividendo per dx | avremo 

\dx J^\dy J dx ^\dxj dx^Kdy J dx^^"^ dx 

una è costante e l' altra variabile avremo per dx costante — ^ 

dx 

d'y ' j ' ^ , do du d^x 

= ^ ; e per ^y costante ^ = — ^ . __ , ovvero 
« ( essea» 
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f essendo per V equazione JP ^ Q^p =: o >/>=—— J 

jdp^ P d^ 

dx ^ * dx^ ' 

Se nella ritrovata equazione si sostituisce per — , T espres- 
si 
filone — ^ essa diviene T equazione (-£)%• e se vi si so* 

. . dp .y • P d^x . .. 

stituisce per -p 1 espressione -^ : -j-x 9 essa si riduce , 

moltiplicando tutti i tuoi termini per — -^ , ali* equazione 

Dunque è la stessa cosa il dire : L'equazione (Ey è la dife* 
renzictle di Pdx -+- Qdy = o siifj^ontndo y funzione di x , òv^ 



vero r equazione (JE^ è la differenziale di P-H ^— = o sHp* 

ponendo dx costante :'Cottìt pure è la stessa cosa, il dire; L* e^ 
qa azione (F)' è la differenziale di Pdx '^ Qdy zizz o supponendo 
X funzione di y , ovvero T equazione (^Ff e la differenziarle delU 
stessa supponeìido dy costante. ' -, 

Questa ultima maniera d' esprimersi è inesatta , poiché ci 

dà per dx T idea d' un vero divisore , che esista in JL , men< 

dx 

tre egli è un' indice e nello stesso tempo* iun divisore che 
deve sparire nelf effettivo valore dì — ^r Essa però è gene- 

AX 

Talmente ricevuta nel calcolo differenziale • 
. §«15. Nella stessa guisa che noi abbiamo dimostrato al 
$^ i6. Art. Vin. , non potere aver luogo in una stessa equa- 

Y 2 zionc 



171 ANALISI DERIVATA 

zione , le derivate dl^ , d^Z. ^ ec. d^ , d^^ t ce. nello 8tes« 

X x^ y y 

so tempo , poiché le prime suppongono che si consideri j 
come funzione Ai x, t \t altre che si consideri x come fun* 
zione di y I così non potranno in una stessa equazione sussi- 

dv d '\/ dx d X 

stere le differenziali ^ , .-r , ec. — , _ .., ec. ed una equa^ 

dx dx^ dy dy^ 

zione che le contenesse tutte nello stesso tempo sarebbe in 

generale assurda* 

S. i6. L'equazione ( Are. VIIL §. 27. ) alle derivate prime 

JP'^ildZ. quando si considerino ^e , ji^ funzioni di una terza 

X 

variabile/, si trasforma nell'equazione PdZ^ ^ Od ^ szoi 

t t 

e queste due equazioni scritte con T algoritmo differenziale 

sono P-|.je^ = o , pi^H- ^^=0 : Nella prima si 

dx dt dt 

riguarda y (unzione di x, nella seconda x ^y si considerano 
funzioni di una terza t • 

Sup|K>ngbiamo che la relazione fra x^y^t sia data da questa 

/ dx dy\ 

equazione l'^^j^i -^ » di)^^^ '* ovvero semplicemente per 

'^^ = X indicando per >j; una funzione delle quaqtità poste fra 
le parentesi. 

Si potrà da quest' uldnaa equazione ricavare il valore di 
-^ in AT , > , e ^ ; avvero di ^ in :r , y , e ^ ; e fatte 
le sostituzioni nella proposta , la si ridurrà ad una di queste 

due forme P'-l-Je^s=o,P^4.je^^ — o , nelle quali la 

varia- 
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variabile rapporto a cui si prendono i differenziali è t: 
I coefficienti P\ QJ sono funzioni delle variabili x^y. 

$. 17. Trasportando ali' equazione differenziale del secondo 
ordine 



dx dx^ 

ì ragionamenti fatti per l'equazione derivata (§.«7- Art. Vili. ) 
simile, dalla quale questa risulta) si coneluderà che data una 
equazione differenziale del secondo ordine E^ al patrà questa 
trasformare in un^ altra , nella quale si. trovino le differenziali 
prime e seconde delle variabili x^y considerato come fun« 
zioni di una terza variabile t. In questa trasformata saranno 



V" 



dunque le differeniìali -r- > ';jr2 » "TJT» "^JJ^ » ^' modo che 



dt ' dt^ ' dt ^ dt^ ' 



•1/ * -. 



dx d^x 

sostituendo per -j- , -jy^ le di loro espressioni date (§. 16.) 
per V equazione ^|/ =: 1 9 e per la differenziafe prima ' di essa 
-^ — : o , 8* avrà una equazione \n x ^ y , —.. , --^ nella quale 

x^y sono considerate funzioni di / . 

Noi avremmo -potuto egualmente trasformare la proposta 
equazione in un' altra fra le variabili x^y ^ e le differenziali 
dx d^x 

dF 'li^' 

B medesimo esempio "che al citato 5. 17. Art. Vrif. ^ abbia- 
nìo fatto per le derivate, ripetiamolo per le differenziali. 
L' equazione rappresentata qui sopra per np =± i , sia questa 

dx 

y-jT^ z=:t^ ovvero ydx z=z dt. L'equazione £, quando x^y 
sono funzioni di ^ , si trasforma in questa 
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p/^ÌlV^ p^J^Vh- rÉ1,£JL^ r^.^ = o: 

^\ dt J ^ ^\ dtj ^ dt dt^ dt , dti 

« . . I dx I eliJ d^x 

Se ora VI si pone — per — — , e j , — per -— j, come ci 

"^ </ ' dt y'- dt ^ dt'- 

dà ii differenziale di — s= • — , avremo 

dt y 

u^ y* y dt^ y^ \ dt,/ 

che moltiplicata per y^ diviene : « 

p 4- Qy -f- Ry^ -^ -|- Ky --^- = o . equazione alle diflferea* 
2Ìali di y prese per rapporto a / : La a: , che si ritrova nei 



• ' • 



coeffi/;ienii dì questi equazione «i considera: :C9me. una ^aziQ* 



ne di y e di /> data da questa equazione y-- 



:• ^ »■ 



Moltiplichiamo . la ritrovata equazione per J/^, ed avremo 
Pi/^* •+. Qydt. dy •+- fiy ^ . d^y -H Kv.^^ = ^ 5 'C se in questa 



1 - - 

sostlfuiaroo per ^/ , e per dt^ le espressioni ydx j y^Jx^ ^ 
la diverrà .^ : M » 

Py^dx^r+-Qy^dxdy-+tRy^d^y^Rydy^x:^Oj e dividendo per 
y^dx^ ^ s'avrà in fine ' 

^\..PH-()4^ H- /? Cf^ + ^. ^) =0; Ouesta ulti, 

^ dz \ dx^ y dx^ / ^ 

ma equazione è una equazione . dìfferc«2,idle, dei «facondo .ordi« 
ne, nella quale si considera y coipe funzione idi t^ parimente 
X come funzione di t ^ e^sendo^ Ja variabile rapporto a. cui 
5Ì prendono i differenziali > o quella il di cui aumento indeter. 
minato 00 è eguale ad ydx . Neil* equazione jE si considera y 
funzione di a:, e. le differenziali sono prc^c rapporto ^d Xr 

Neil* 
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Nell'cquazioae F che è la Ua^formatn delia E^ si coutidera x^y 
funzione di ^ , e iapporto,,4 / si prendono o si considerano 
presi 1 dififercnziali, ^oc e Jy. ' , 

Ora osserviamo che supponendo per un noomento — come 
il rapporto di due quantità,, variabili Jy e dx^ ^ì ha nella pro« 

posta equazione E | invece''" del termine* R — ^ il seguente 

. . • ... 

Ed-^: dx quando dx è corìsiderato costante (S*'3)* 

dx " 

Se la quantità che si considera costante nella differenziazione 

del rapporto *^ non fosse ne \\ dx ^ né il dy ^ ma la quantità 

dx 



<. 



ydx y noi averemmo allora d(ydx) :=:: o , ovvero 

du , / d^x j . . , d^x 1 dy ^ 

-^ dx-i- y—-; = o , da cui si ricava — r = — • — . -r-; Ora 

dx dx^ ' dx^ y dx 

(§• 13.) facendo tutto variare nel detto rapporto — sì ha 

dx 

m 

V equazione 

dx , 4^^ dx dx^ 

d^x 
in cui sostituendo per —^ ^' ^^^ valore qui sopra ritrovato , 

s' avrà 

dx dx^ y dx^ 

Questo sarà il valore di d.^ .dx nell'ipotesi di ydx costante • 

Fonghiarop nell' equazione 
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. dx ■■ ■ rf«f^^ V.' 
per _Z 1* espressione ^ •+- JL . -^ , ed essa diverrà 

doa \dx^ y dx^J 

equazione che è idepticamente la stf^a che. la ritrovata F. 

Secondo la maniera ordinaria d'esprimersi nel calcolo diffe- 
renziale, l'equazione £ «ssendo una equazione del secondo 
ordine nella quale dx è supposto costante , T equazione P si 
chiama la trasformata della iT, quando invece di supporvi dx 
costante vi si suppone costante ydx 4 noi tipetianao ancora 
una volta che questo modo di dire è affatto erròneo, e coQ« 
duce a fomarisi una falsa idea^di ciÀ che significano le ès^res* 
sionì differenziali • 

Tutto ciò che abbiamo detto sopra questo esempio parti* 
colare potrebbe estendersi alla trasformazione generale di cut 
abbiamo parlato : Il nostro oggetto essendo di mostrare a 
quali considerazioni dipendenti dalla Teorìa delle funzioni 
analitiche è appoggiata tutta qiiella parte di calcolo differenì 

• 

ziale , che riguarda la traisformazione delie fòrmole e delle 
equazioni tlifferenziali secondo che si prende un certo differen* 
ziale costante , crediamo di non dovere entrare in un più 
esteso dettaglio sopra questa ricerca • Il fin qui detto può 
bastare per concepire guanto si ritrova nei diversi trattati di 
calcolo differenziale a questo proposito. 

$• iS. Non ci tratterremo neli' esporre quei Teoremi, i 
quali prescrivono le condizioni necessarie , onde le formole 
differenziali a più variabili siano differenziali esatte ; «mperoc^ 
che tali Teoremi esposti in tutti i libri , che parlano con 

quaU 
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qualche csteosione di questa scienza , dipeodooo sempre da 

considerazioni sopra i nppord differenziali "-p % --7^ 1 ec« 

( > ed i< , ec. si coQsidtraoo (unzioni di x ) e dalla maniera 
ordinaria di differenziare questi rapporti nella supposizione 
di dx costante , ovvero supponendo che dx non entri nelle 

espressioni ^ ^ JL^ ce come è realmente : Allora —- , 3- 
*^ dx dx ^ dx dx 

ec. sono identicamente la stessa cosa che d^ , d^^ 9 ec« e le 

X X 

differenziali delle prime divise per le potenze di dx » «sono 
identiche con le derivate di queste ultime • I ragionamenti » 
che conducono a quei Teoremi » si possono in conseguenza 
considerare come appartenenti alla Teorìa delle derivate ^ e do« 
tati di tutta quella esattezza che è propria di questa Teorìa • 
Essi infatti non dipendono né dalla supposizione degl* infini* 
tamente piccoli , né da quella dei limiti, ec« e non risentono 
perciò cosa alcuna del poco rigore Geometrico messo fin* ora 
nei principi del calcolo^differenziale : Essi restano i medesimi 
comunque questo calcolo sia fondato.» 

§• 19. Una equazione fra due variabili Jc , y e le derivate 

d^ , d^^i ec. prende il nome d^ equazione differenziale quando 
X x^ 

le derivate si scrivono colf algoritmo differenziale, cioè quaii« 
do per quelle derivate si pone ^ , — ^ , ec. L'ordine poi 

m 

deir equazione differenziale i dato dal pift alto differtnaiale 
d^y , che essa contiene • 

Parimente una equazione fra quante si vogliono VAtiabili 

^ ì y ì ^ ì ^ 9 ecf e le deriVatt '^ 

Z d 
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■•d± , di , d± l ec. ^*:l ^ ^»i; , eé* 



'")-(f)-@)-(S)- 



X y u X xy 

prcndfc il nome d' equazione a differenziali pairzialif quando a 
quelle derivate si sostituisce queste espressioni 

\dx 

Tutto ciò dunque che abbiamo detto nell' articolo antecedente 
sopra la natura delle equazioni derivate s' applicherà parola a 
parola alle equazioni di£FerenziaIi 9 le quali non differiscono 
dalle prime, che nell'algoritmo col quale sono scritte. Non 
5arà però inutile ripetere i teoremi dhnostrati al luogo ' citato » 
esponendoli nel linguaggio differenziale • u 

Una equazione differenziale dell' ordine n^^mo fra due varia* 
bili A:,y, nella quale si considera y funzione di x^ ovvero 
le differenziali sono prese riguardo alla variabile x , ciò che 
si esprime comunemente col dire , nella quale dx è supjposto 
costante ^' contiene o può considerarsi contenere un numero n 
di eostanti di meno, che J* equazione da cui si suppone dea 
rivata ( Art. yill:$. n ). 

Alle equazioni dalle quali si deducono per le regole della 
differeotiaziòne ie equazioni differenziali , si dà il nome d^in* 
tegrali^Sì chiama poi integrale finito quell'equazione fra x^y 
e quante si vogliono costanti , dalla quale per mezzo di n 
differ^eaziazionis' ottiene una differenziale dell'ordine a*>>n»« 

Ha luogo ^ ancora il citato Teorema preso inversamentei 
cioè: Un' equazione finita conterrà o potrà contenere un nu- 
mero: n di. {postanti 4i. più» che una equazione alle differen# 
2Ìali n^""»* da essa dedotta . _ . 

: : Data ; uoa equazione , F = o Ira , M variabili x ^y^.z; e 
quante si vogliono costanti , sji pu^,; sempre da. essa jdedkirre. 

s ij^ un 
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uri" equazione a differenziali • parziali . dell' ordine n^^^"^ ^ la 

quale contenga un numero — ■^^^ "* costanti di. 

meno che ia stessa F=:o: e viceversa data un*eq^a2ione a 
differenziali parziali dell'ordine n^*"»® , T equazione iiue^grate 
£nito dalla quale si considera dedoua ^ deve contenere un 



stesso numero "^ — 1 di costanti di pm, che l'e- 

quazione derivata medesima. 

Se l'equazione Fszso fosse Ira quattro variabiK x^y^ z^Uj 
il numero delle costanti , che si ritrovano di più , o di meno 
neir equazione integrale finito , o nell' equazione a, differenziali 



parziali dell ordine a*""**, e -— -i. 

Questi due Teoremi si deducono -dai §§. i^- $ 18. ^ Art* 
VIIL Si potrebbe egualmente deduri^e dei ^iffaHi. Teoremi per 
r equazioni ad un più gran numero di variabilf: Si veda la 
Tabella del §. i8. qui citato': 

§. 20. Sia F{*,jv ,2,<}>f )s=r o una equazione f^ ix ^ y , :( 
e (ppi rap presentando (p/^ una* fùfnzióne' detentiihata > o inideter- 
minata di ^; e p una fuhzfone conosciuta di :«*, y, z* Risulta 
dal ragionamento fatto al $. 19. Art. VlìL , che si può 
sempre da questa equazione dedurre un' aki'a m x^y^zi 

dz dz ..•"'•, 

9 — a differenziali parziali "del primo ordine, la quale non 

dx dy 

ccntetsga traccia alcuna di quella ftiniiotie: I^uflqùe essetidò 
data una equazione a differentiaK parziali fra «tre variabili 
del primo ordine, si può sempre considerare quésta equazione 
come il risultato deH' eliminazione di una funzione qualunque 
^ una equazione finita fra le varisibili e quella stessa funzione • 

Za Questo 



w . 



i8o ANALISI DERIVATA 

Questo Teorema è vei:o qualunque sia il numero delle v^ 
rlabili: Una equazione a differenziali parziali del primo ordine 
ftà X ^ y^Zf Uf te. si può sempre considerare come dedotta 
da una equazione finita fra le dette variabili per. relimiaazio- 
ne di una funzione ( Art. Vili. $. 19. so ) • 

Una equazione a differenziali parziali del primo ordine (Art. 
Vili. §. ZÌ0 ) fra tre variabili x^y^z può considerarsi dedoc* 
ta da una equazione finiu là quale contenga due costanti 
di più che essa , ovvero una funzione • Queste due equazioni 
finite però sono della medesima generalità , e se data una 
equazione alle differenziali parziali del primo ordine se ne 
avesse in qualunque maniera T equazione integrate finita , la 
quale contenesse due costanti indeterminate a^b^ la si potreb- 
be ridurre a contenere una funzione indeterminata y facendo 
b zrz fpa ^ Jt determinando b per V equazione 

..C#)-^-(f).(^)=<'- 

Si Indica qui per F il prìtAo membro dell* equazione 
f'i^^y ì^ i a.% byzsz o che noi supponghÌ4|mp essere, il ri* 
trovata integrale dell' cquas^ione, a (differenze parziali* Se ne 
può di tuuo quf s(pi yederet uà esempio al luogo citato . 

Non meno interessante degli esposti Teoremi è quello del 
$. %3. Art. VUL, il quale ci mostra il rapporto fra T equa* 
zione derivata d' un certo ordine , e quelle degli ordini iaf^ 
riori I le quali appartengono alla stessa relazione di variabili : 
Questo espresstf , col linguaggio del calcolo differenziale è il 
sieguente: Una equa;sionc differenziale dell' ordine n fra due 
variabili x,y ha un numero n d'equazioni differenziali dell' 
ordine n — > i , contenenti ciascuna una costante di più che 
1' e^ua¥Ì9M difiorenaiaic | da ogoona delle quali la proposta 

può 
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può essere dedotta per l' eliminazione di quella costante in- 
determinata . 

Noi avremmo potuto dedurre i Teoremi contenuti in questo 
e neir antecedente $. , dalle proprietà delle equazioni differen» 
ziali dimostrate superiormente ai SS. 7« e 12.; ma il ragiona* 
mento per giungere ai detti Teoremi sarebbe stato identica* 
niente lo stesso 9 che quello fatto neir Articolo Vili, per le 
equazioni derivate : Abbiamo perciò creduto inutile di ripe- 
terlo : Bisogna sempre rammentarsi che V equazioni ' derivate » 
sono identicamente la stessa cosa che le equazioni differen* 
ziali • 

APPLICAZIONI, ED VSI 
DEL CALCOLO DIFFERENZIALE . 

$. 21. Il calcolo differenziale ha la sua immediata applicazio* 
ne tanto nelle ricerche , che riguardano questioni di pura 
Analisi 9 quanto in quelle che alla Geometria e alla Meccani^ 
ca appartengono ; queste applicazioni e questi usi possono 
essere riguardati sotto due punti di vista . 

i? Se si ha una equazione r=o fra un numero qualunque 
di variabili , il calcolo differenziale ci dà perciò che si è 
Jetto sopra ( §. 12. )» delle equazioni differenziali , che hanno 
' luogo insieme con essa • Ora in molte questioni queste equa- 
zioni sussidiarie f ci conducono con sorprendente facilità ai 
risultati , bramati , e che spesse volte sarebbe inutile cercare per 
altre vie: Ciò ha particolarmente luogo nelle ricerche di pura 
analisi , sopra le quali aon ci tratterremo , poiché , sia che si 
consideri il calcolo differenziale basato sopra gP infinitamente 

piccoli 9 sia sopra i principi d' analisi derivata ^ si ottengono 

le 
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k stesse equazioni sussidiarie , neir impiego delle quali non si 
fa alcuna menzione degli anzidetti princìpj • 

2? Ma un uso più esteso si fa di questo calcolo ^ parti* 
cohrmente nella Geometria , e nella Meccanica , consriderando 
le quantità come composte d' elementi infinitamente piccoli , 
e determinando il rapporto fra questi elementi per la natura 
delle questioni proposte all'esame: Datali determinazioni s'oe« 
tengono le proprietà, o le espressioni di ciò che si ricer- 
ca, ovvero le equazioni differenziali i dall'' integrazione * delle 
quali si ha la soluzione delle questioni medesime; Così con* 
siderando una curva come composta d' un* infinità dì Knee 
rette unite una con 1' altra ad angoli infinitamente poco diffe- 
renti da i8oP gradi , si ricava da questa considerazione , il 
rapporto fra V aumento infinitamente < piccolo dell' ascissa , e 
quello dell'ordinata, il quale rapporto ci determina l'angolo 
che fa la tangente corrispondente ad un certo punto con l'asse 
della curva medesima . 

Quando si bandiscono <f4ir analisi sublime gl'inesatti pria« 
cip} de^r infinitamente piccoli, dei limiti, ec. queste appticazio* 
ni dovranno appoggiarsi ad altre considerazioni indipendenti 
affatto da si* fatti princìpj , e solò esser basate sopra la Teoria 
delle quantità derivate: Esse allora acquisteranno quel rigore 
e quella precisione, che brilla nella Geometria degli Antichi! 

La natura del nostro ìihto non permette d'estendersi sopra ^ 
queste applicazioni, pure' non crediamo di far cosa discara ai 
Aostri leggitori col 'dare l'applicazione del calcolo differenzia» 
le alla Teorìa dei contatti delle cu;:ve semplici. Seguiremo 
in tutta questa Teorìa l'immortale La^Grange , invitando 
chi desiderasse maggiore es.tensione , a vedere la tante volte 
citata di lui opera delle funzioni analitiche , nelU quale cro^ 

vera 
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ycrà trattato con i principj dell'Art, precedente la teorìi delle 
curve ai doppia curvatura e delle supcrfìci con tutta, quella 
generalità, che potrà desiderare; coree pure tutto ciò, che ha 
rapporto alla Meccanica 9 e che ordinarianoiente è dedotto deL 
le considerazioni delle quantità infinitesime • 

%. 22. Si abbiano due curve qualunque riferite a due assi 
ortogonali . Le coordinate della priraa curva siano w, n , fra 
Je quali si abbia l'equazione n:=9fu)^ indicando per /w una 
qualunque funzione di (m: Le coordinate della seconda siano 
f^q^ fra le quali esista la relazione qnzFp rappresentando 
per Ff una qualunque funzione di p. L'equazione dunque 
7Tz=zfu> rappresenta la primii curva, e V equazione qz:=zPp 
la seconda . Affinchè le due curve abbiano un punto di co. 
n^une, converrà che le di loro equazioni siano tali, che ad 
una certa ascissa comune alle due curve , corrisponda una 
stessa ordinata. Sia x questa ascissa comune , ^ sia y Tordi* 
nata che vi corrisponde , converrà per V esistd^nza del punto 
comune alle due curve ^ che quando ^«^ ascissa della prima 
diviene x^ T ordinata n divenga. jv;. e quando /v ascissa della 
seconda diviene x^ l'ordinata q diveilga parinaeiite y: Ovvero 
che si abbia y=ifx^ e jv:=:F5C, d^ondk fxzsiFx. Qucst' ulti- 
tua equazione in x , ci determinerà il valore dell' ascissa x , 
che corrisponde al punto comune. Se la risoluzione di questa 
equazione ci desse per x un valóre immaginario.^ questo sa^ 
rebbe segno che le due curve non possono avcfe un punto 
comune • • 

Siano dunque le due curve tali , che possano avere un 

punto comune corrispondente all'ascissa x, sia cioè fxzsFx^ 

ed esaminiamo il coeso di queste curve al di là del punto 

cpmune • 

Per 



^ S t b ■ 
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Per questo facciamo nelle due equazioni nrszf^A ^q^suFp ^ 
«ssJC-Hfl. p = ;i;+6, ed avremo 7r=/(«:-h6),9=F(Jf-f-6). 
Sarà f{x-\-t) Y ordinata della prima curva , e F(jc-h6) T or* 
dinata delia seconda 9 corrispondenti aoibedue alla stessa ascis« 
sa x + d. Queste due ordinate le quali cadono evidentetnente 
una sopra V altra , sono distanti dall' ordinata y corrispondente 
al punto conàune delia quantità 6 . 

La differenza di queste due ordinate /(jc-+- 6)— F(^-f-ò) 
sarà la distanza dei due punti delle curve corrispondenti all^ 
ascissa x^ty contata sopra la direzione dell'ordinata. 

Sviluppando queste due funzioni per la formola di Tajfor 
$• 2. , ed avertendo che fx^ Fx=so ^ si avrà questa distanza 
così espressa (f^F stanno per fx^Fx) 



2.1 \dx^ dx^J ^ " 



2.J \dx^ 

: Si vede primierametite che questa distanza sarà tanto mi< 
nore , e per conseguenza le curve tanto più i avvicineranno , 
quanta maggiore sarà il nundero dei termini che svanirai 
no al principio di questa serie • 

Se dunque oltre essere fx^sszFx . fosse ancora -£ rs — , 

l^ differenza ;r— -9 sarebbe minore, e le due curve si avvici^ 
oerebbero maggiormente , che se questa condizione non avesse 

luogo . Se fosse anche -^ =s — ^ , V avvicinamento delle 

due eurve crescerebbe di più e così di seguito . 

$• 2^. Ma per vedere più chiaramente in che consistano 
questi differenti gradi di ravvicinamento , noi considereremo 

una 
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una terza curva qqaiuncpie referita ai, q^exlesiipifiassi . Siano r 
ed s le coordinate di -questa • burva espressa dalP equazione 
j = 9r« Supponghiamo the .queàta^ci^rva. abbia un punto co« 
mune con le afcre due eurve corrispondente alla stessa ascis- 
sa >}. Per. questa -condizione sfacendo r5='^.,i flovrà divenire 
j=p;>, e perciò dovrà:^*es8cre»^5C=;/.xs3: iiftf • Sia JD la difife- 
renza delle ordinate jt , q delle du^ prime curve per la stessa 
ascissa AT-H di e' A la' dificrenzà'*'ticlle órdinate^ n ^s della 
prima e della terza ^ curva corrispAnd^iiti* jiila' stessa ascissa 
ac-*-6 , s' avrà : ..* 

D =/(Ar-f-fl)— F(5C-f-fl) ed egualmente 

Sempre che D sarà minore di A la terza curva non gasserà 
fra le due prime ; e se per qualunque^ valore di 6 si ha 
D <'A, la tèrza curva si:^ trcvì^rà ,per tutto il suo corso a 
non pifs^are mai fra le due. primp /:urve* 

Acc'ò chela terza ''curva dopo ;ivei: aviito il punto di co* 
v^UtVìc còti loro non^ pp^sa continuare iLsuo tratto ai di la di 
questo puf:to passando- frayle due pcioa^y almeno, per un certo 
spazio , converrà che Ji^ natura*, delle feinzioni indicate per 
/, F, <p sia tale ché^ per iin Viriore qualunque di 6 tanto pie* 
colo quanto vogliam^j.ntìn possa essere mai D maggiore di 
A; Se le funzioni non -harina questa condizione, la terza 
cury^ potrà passare fra le .xlete^ altre curve. 

Sviluppiamo le funzioni /('Ar + fl) , ,F(3cH-6 ) t 9.(^ + 6) 
secondo le formole del §. ^t , e 'prèndendo i due soli primi 
termini dello sviluppo non trascurando però il resto^ avremo 

l • • • . ' , e t '. 

Aa F(jc 



- . \ • 

• • . ' , e t '. .- * . . ....... 
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essendo i una quaatitlk maggiore di zero e miaore di t • Per 
fX^+O ^ rappresentata, cooie al $, citato , la (unzioab 

-r^ postovi però «-{-i invece di jc, Io stesso si dica di 

F*'( X -4- ì ) , 4>*'( ^ -h f ) • La quantità i potrà essere diversa 
nelle tre forinole , sarà però sempre contenuta fra i limiti 
o e fl . 

Facendo queste sostituzioni oelle espressioni trovate per 
J) e A y avremo 

Ma avendo Je tre curve un punto comune corrìspondente 
all'ascissa x^ sì iia fxz=zFx=:(f>Xy dunque 

Supponghiamo frattanto c)ic le due prime curve siano tsif» 

che si abbia ~- s= -— - , allora il valore di D si rìdiuu 

4x dx 

flz 
rà a questa espressione D =n — [/"( a? -H i ) -— F^( 3C H- / ) ] ; 

La più leggiera finfessiope serve per convincerci che fino a 
tanto che il termine affetto da t neir espressione di A non 



sarà 
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sarà qdIIoj si potrà prendere 6 ^così piccolo , che la quantità 
A divenga maggiore della quantità Z> astrazione fatta dai 
segni; Infatti se ti rappresenta per P la quantità che è moU 

tiplicata per — nelf espressione di Z> , e per j^ la simile 

X 

quantità nell* espressione di A, si vedrà che jD <^ A quando 

— P -< 6i -.— — — ;^ 1 H- — ■ P > ovvero quando 
a \dx dx / z ^ 

7- ( ^ — Je) <! fi (-^ — •^) . ovvero dividendo per 6 , 

quando -*(-P — J^)^ J^ '^ d ' ^^^ *' primo termine di 

questo ultimo rapporto diminuendo continuamente col dimi* 
nuire di 6 ne segue che potrà prendersi 6 cosi piccolo , che 
non solo ii primo termine di questo ultimo rapporto eguali 
il secondo , ma ancora che sia minore di lui » per il che 
ancora D sarà minore di A , e tutti i valori di 6 minori 
éi quésto goderanno a più fopte ragione delta stessa pIO^ 
prietà . 

Dunque non potrà mai essere per questo valore di A e dei 
suoi minori la differenza A minore deUa i> » ovvero, non 
potrà la tersa curva continuare iì suo tratto fra le due prime 
curve al di là del punto comune , o passare fra di esse ^ 

sempre che la quantità -p ^- -t^ non divenga nulla , òv« 

vei o sempre . che apn sia -j- zsz -^t' * ^^^ ^^ accadendo 

cesserà d' aver lu^go h cónclasione precedente * 

$• 24. Supponghiamo che il ravvincinanaento delle due prime 
curve aia tale ^ che ai abbia nel punto comune alle due curve 

A a a non 
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\ ■ ..i x- J . 



\ A 



Mh^- Tlrfi^rci /'-rfifà t)4Tljn:.io li >ai?/i?. 



non solo /x = F;é, -7-T £=: .-j— , ma ancTora -^ == ^-r • 
■-^ M : .V.c^'^ »'\4(*^.!- t.i * ••:--^w?i -V /^A;^■ 
SviIuppia!nlo. .r cs{^ssohi ijejlc :ordinate «orfispi^dcoti all' 
ascissa :3cHf-6, arrestandosi al terzo termine, e^tjpnendo conto 



del resto: Le foritooìe ^acllo sviwppó (S^i.jl ci danno 



/(x+.6)=/^-h6 



1; 



^^;v. 



F(x-+-6) r=Fx 



dx ' , a /<»r 54.3 A * , ^ 



- •> i 



9(Ar-i-6)=:(pA: 



Ora fx = Fjc 
dunque avremo 



6 4? 

dx 



6^ "^ip 



'é» 



V 



.9"'(xH-i). 






a-3 



♦TI 






b» 






?+] 



E' facile provare con un ragionaaen.tQ simile a^qneilor htto 
qui sopra , che fino a tanto non saranno .nulli t jtornsim affetti 
da 6 e da 6^ neir espressione di ^> si potiàópofndede 6 così 
piccolo che la quantità A divenga Maggiore di D, sptrazione 

fatta dai segni • 

Si rappresenti per P la qMtìtità naohìplidatà per 



ncir 



2.5 



espressione di J3; Egualmente per ;Q: quella Che moltiplica 



62( -^ : .'^3 » fi ^ 

•^ , e per li quella che moltiplica -^^ ncll^ espressione di 
A 9 ed avremo 



^a.) 



1 .». 
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2.J V dx dx / 2 ^ a.) 

Sarà dunque JD^ A se - 

A'p<j6C^_ ^)^ i\\^ i'iJ. ovvero U 
i\p.-/J)— i. J^<} ^ - ^. Ora il primo termine 

2.^ 2 ^ dt dx '^ 

di questo rapporto diminuisce eòntinuamente eoi diminuire di 
£, dunque ei non séto arriverà ad essere eguale al secóndo 
termine , ma ancora ad" essere - fninore , nel qual caso sarà 
D <J A . 
Se poi la prima e la terza curva fossero tali che 

—^ = -^ , allora s' avrebbe A s=r -. ^ -H "" Rs in questo 

caso ancora sì potrà prendere 6 così piccolo che sia JD ^ A: 

■ • fla fti A» 

Infatti sarà Z) -^ A quando — P-^— jp^-— U^ ovvero 

^ !*.5 2 ' ' '■ 2.J 

quando —. (P— ^) "^^.t ^^-^ c^^ potrà sempre accadere se 

j^ non S' nullo da se medesimo , poiché in questo rapporto il 
primo termine diminuisce continuamente co^ diminuire 6 « ed 
il secondo resta costante. 
Dunque la terza curva non potrà ftiai passare fra le due 

prime , almeno che non sia' -^ — -^ , ^'^ — —^ . 

Si. proverà nella medesima maniera che se si ha per le* due 
prime curve ^ che hanik) un punto comune /^sacFx, 



df dF d^f d^F d^f d^F , • 

che ha lo 'stésso punto comune con esse non potrà al di là 

di 
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di questo punto continuare il suo tratto fra di loro | o non 
potrà essere quesu terza curva condotta fra le due prime , 

«. non * ^ =r ^ ^"f- — ^ -^ — -^ • C COSÌ 

di segiKto • 

S- 25. Si deduce da tutto questo $ che se si ha una curva 
qualunque , e che un* altra curva data abbia un punto dt co* 
mune con essa, ciò che richiede T eguaglianza delle loro or- 
dinate per la aiedesioia ascissa » se le differenziali prime di 
queste ordinate per la medesima ascissH comune siaivo eguali, 
allora è impossibile che alcuna altra curva, condotta per il 
medesimo punto passi fra di esse , almeno che la differen- 
2Ìale prima della sua ordinata per la medesima ascissa noo 
eguali le differenziati prin^ delle ordinate delle due prime curve* 

E se oltre le differenziali prime di queste cidiaate , anche 
le loro differenziali seconde fossero eguali , sarebbe allora 
impossibile che alcuna altra curva condotta per il puqto a> 
niune alle due prime potesse passare fri di esse , almeno che 
le differenziali prima e seconda della sua ordinata non fossero 
respettivamente eguali alle differenziali prima e seconda delP 
ordinata comune alle due prime curve , e cosi di seguito » 

Queste curve adunque parlando con precisione geometrica 9 
non coincidono che in un solo punto ove le ordinate sono 
eguali^ e T eguaglianza delle differenziali prime e seconde di 
queste ordinate non le rende pia o meno coincidenti negli 
altri punti, ma essa le fa tanto avvicinarsi che nessuna altra 
<furva , per Ja quale non sussista questa eguaglianza , può pas- 
sare fra esse • 

Questa Teorìa dei contatti $ che si deve all' ]mnK)rt|le La^ 
G&ÀKOE 9 ci dà la. vera idea che bisogna formarsi dei diversi 

gradi 
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gradi di ravvicinamento delle corvè , ai quali si dà ìt nome 
di contatto , d* osculazione , ce. La maniera ordinaria di conce* 
pire il calcolo differenziale • ci fa riguardare questi contatti , 
come coincidenze più o meno prolungate. 

$. 26. Ma limitando un poco la generalità di queste ricer^ 
che appiicliiamoci a qualche esempio . 

Sia al solito itzszfw Inequazione di una curva alle coordi- 
nate 7r,w , e si voglia questa paragonare con una linea retta 
qualunque. Noi abbiamo rappresentato (§.29.) per 9=:Fp V Cé 
quazione della curva , alla quale si voleva paragonare la prò* 
posta; ora siccome l'equazione d* una linea retta qualunque è 
q:sza'^bp j a ^ b essendo due costanti ^ che determinano la 
posizione della retta » avremo dunque in questo caso Ff =: 
a -f- bp . 

Dovendo la linea retta avere un punto . comune con la 
curva sarà per questa condizione fxz=:Fx:=a ^bx i e per 
mezzo di questa equazione si potrà determinare una delle 
due costanti indeterminate a o h . 

Supponghiamo in seguito -^ c= '^ % ^ «hiaro che ne 11* 
espressione a Hh ^ ponendo X per p , s' avrà 



dF dia^tx) , j df 



^ _, b i dunque -— = b ; Così i valori di 

dx dx ' ^ dx 

il e di & saranno determinati per queste due condizioni 

b — ^,a_/ac — A?— -. 

L* equazione della linea retta diverrà 
q^szfx^^x -j- -|-^--i.^ nella quale p e q sono le due coor. 

dinate, e T ascissa x è quella che conviene al punto comune 

della 
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della retta con la curva ^ ed è perciò riguardata cpstantc per 
tutti gli altri punti della retta medesima • , 

Ora avendo la retta un punto comune con la curva , nel 

dj dF 

quale oltre essere fxsszFx^ è ancora -;;-= -rr » nessuna 

altra retta potrà avere l'istesso p^nto comune con la curva > 
e passare fra essa e la prima linea retta • Infatti sia; .fd;.9r:r: 
g^hr l'equazione d' un' altra retta qualunque j affinchè essa 
passi per il medesimo punto coiDune ^ bisogqer^, che ^i abbia: 
(pxz^fxs ed affinchè essa possa passare Ira la curva e h 

retta sopra determinata , bisognerà che sia anche --^ = 

T*% (S ^)0* Per adempire a queste due còndrziotii Isi ba 

£+hxtszfx^ t hssr ^^ dalle quali equazioni si ricava per^e 



per h gli stessi valori ritrovati per a; e per b i quest' ulama 
retta caderà adunque sopra la prima. 

Dunque se noi , seguendo l'idee degli antichi Geometri , 
chiamiamo tangentt ad una xurya quella retta, che avendo un 
punto di comune con essa ^ non può nessun' altra retta con* 
dursi fra lei e la curva 9 la retta determinata dall' equazione 

3 = a-f-^pi nella quale asszfx^-^x-^ ^ e A=:-*v-« sarà h 

dx dx ^ 

tangente della curva rappresentata dall' equazione ns=f^ nel 
punto I che corrisponde ali* ascissa /»=ra>c=Ar« Si può anche 
prendere addirittura per l'equazione della curva toccata ys^^fxy 
e dire che la nostra retta sarà tangente della curva nel punto 
corrispondente all' ascissa p^ssx . 



Se 
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\Sc nelle espressioni di ^ e di h.^ si pone y per fx , 8* avrà 

semplicemente a=sy— -ac— r-, pz^z—-. 
'^ '^ dx dx 

27. Nell'equazione alla linea retta qzzza'-hhp è facile 
e che ^ esprime la tangente dell' angola che questa retta 

con rass€ rfclk ascisse, e che —-rè T ascissa la quale 

corrisponde al punto ove questa medesima retta taglia 1' asse, 
poiché in questo punta dovendo essere ^ = o^ si ha 

77 = — - - . Dunque questa retta essendo tangente della curva 
al punto ove p =: x^ ~ sarà la tangente dcH* angolo, che 



dx 



X 



«ssa fa con V asse , ed x -f- — = ag -f- = -1^ sarà 

b dy dy 

dx dx 

fjuella porzione, dell' asse, cui si dà if nome di sottangente^ 

Di più se si rappresenta per j=ic-+-/r un* altra retta, che 
passi per il medesimo putito della curva ^ r ti s essenda 
}e due coordinate di questa retta , s' avrà per questo punta 
r:szp:=zx ^ s=zq:=zy y dunque ii-f-ixsrarH-jJJc ; e se sr 
vuole che questa retta tagli la prinsa sotto un angolo di cui' 
la langente »ia m^ siccome b t fi sono le tangenti degli ao^ 
golii che queste due rette fanno con k> stesso asse , s'avrà 



h * ffi 

per le formole conosciute di Trigonometria fi zss 



i-^bm, * 



dunque « = flr-H(é — jJ)jc=rsa— -----r-— » "^^"^ quale con* 

1 —o/Il 

verrà sastituire f sopra ritrovati valori per ^ e per i. 

Bb Se 
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Se si vuole che questa seconda retta sia perpendicolirc 

alla tangente , si farà ;/; = co , cioè — =? o , e s* avrà allora 



semplicemente jJ sci: — = — -^ , e 

— — i 
m 

«=:=« — -^ s= a •+• . ; — ' 5= a ^- -r H- ;if&; e so« 

I b o 

stitucndo per rr,( i di loro valori s'avrà j!=: — i : -j- , 
ed « = y Hh 5c ; -j^ ; Dunque — i : --^ sarà la tangente dell' 



dx dx 

angolo, che questa perpendicolare, chiamata normale, farà eoa 

Tasse, ed ^4--g = "^^"j^ ^^^^ '^ porzione dell'asse com- 
presa fra il punto,. nel quale essa taglia l'asse, e l'ordinata,* 
A questa porzione di asse si dà il nome di sunnormale . 

§• 28* Proposta una curva qualunque rappresentata al solito 
dall'equazione n:=sifw paragoniamovi il circplo , per cono- 
scere la natura del punto che questo può avere di comune 
con la curva medesima. 

L'equazione generale d'un circolo riportata alle coordinate 
rettangolari /r e 3, è (p — a)^^[q^^h)^z=c^^ essendo a, 
b le coordinate, che corrispondono al centro, e e il raggio 
del circolo • Da una tale equazione si ricava 
$ = J4-V[^* — (jf^— a)*]=Fjp ; dunque 

F,=>+V [.=_(,_«)'] . e quindi f = _ yp^^z^jT] •■ 
t. Fac* 
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T3 • j • « r ^^ ^f ^y 

racciamo adunque Fxc=:fxz^y ^ e -— =: -r— = —, e 

ricaviamo da queste equazìoai i valori di a e di ^. La ' 
seconda di queste equazioni ci dà 

y [t:^ — (jc — a)^]=: — (je— a):-^, dalla quale si ricava 
rv — a =: e -^ : V T i *f. —^ J. La prima equazione poi ci dà 



y^b^ ^ Ic^^ix^a)^^ -[x^a) :^ = -e : V (.4H g) , 



dunque «=^^^-£-- V(i+^) , e bz=zy^c:\f (^i-h'^^^ . 

Considerando il raggio e come una quantità datai non ri- 
mangono più arbitrarie nell* equazione i e si concluderà che 
il circolo dato , il cui centro è determinato per le coordinate 
a t b^t tale da non potersi condurre fra esso e la curva 
alcuno altro arco di circolo del medesimo raggio, ma posto 
differentemente • 

Infatti l'equazione per un altro circolo di un egual raggio 
è j=(pr = /j-f-. ^[c*— r>— .^)^] essendo ^ , i le coordinate 
del centro ; ed acciò questo circolo abbia lo stesso punto 
comune con la curva propostai e possa passare fra essa ed 
il circolo di già determinato | bisognerà che sia non solo 

^ flfcp df du \^ 

<fxzrzfx:z=:y ^ ma ancora -—^ = --— ■ = --^ : Queste equa< 

ziom' serviranno a determinare le due quantità^ ed h\ ora e 
evidente che queste equazioni sono della medesima forma che 
le precedenti, le quantità^ edJb tenendo luogo delle a^bi 
Avremo adunque per ^ ed ib i medesimi valori che abbiamo 
ritrovati per a e per h. Il nuovo circolo avendo dunque il 

B t> 1 mcit 
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medesimo raggio cke il primo ed .il medesimo centi^p sì con- 
fonderà con esso « 

Dunque» seguendo la stessa noÉione (§.25.) delle tangeoti| 
il circolo di raggio e , di cui il centro sarà detcrminato dalle 
coordinate a t h^ sarà tangente alla curva proposta della quale 
x^y sono le coordinate. 

Qiiesta conclusione ha luogo quiiilupque jsia. il valore dei 
raggio e: Dunque si può riguardare e co me indeterminato nek 
le espreyioni di a e di bj -e per ciascuna deteroiìnazione che 
faremo sopra r, s'avranno dei diversi valori per a e per h^ 
ì quali determineranno in conseguenza diversi punti , o x di- 
versi centri dei circoli tangenziali . Queste coordinate a t i 
apparterranno allora ad una lin^a r^tta , V equazione della 
quale risulterà dall' eliminazione di r • Eseguita questa elimina- 

zione 8* avrà ^5=: j^ + (3C —«): -~^ per T equazione di questa 

retta. 

Una tal linea sarà dunque il luogo dei centri di tutti i 
circoli f clie possono essere tangenti della curva ; essa sarà 
dunque normale alla curva j si vede infatti che l'equazione di 
questa retta, ove a e k sono le coordinMCi coincide con l'ei^ j 
quazione della normale trovata sopra. 

$. 99* Frattanto fra tutti i diversi circoli, che soddisfano 

alle condizioni Fx zszfxzszy, ~ ss —• = -^ , se ne può 

dx dx dx *^ 

trovare uno che soddisfaccia anche alla condizione -r^ =s 

dx^ 

dx^ dx^ * 

■e • ■ 

Infatti 
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Infatti avendo ritrovato qui sopra — ss — 



dF .V— <7 



se ne dedurrà --^ =: i 3 : S'avrà^ dunque Y e* 

quazione — f^ = — 5 ; ora si è già trovato 

nello stesso luogo 

- ; ■ ■ 



d'' ^A^ ^i'^^* 



(■^^) 



dunque s' avrà 



= , e di qui 



4x 



ì 






_ * 

Sostituendo questo valore di e nelle espressioni sopfa 
trovate per a e per b • s' avrà 



t/ ' 



Le tre costanti a j b ^ e che entrano neir equacione gene- 
rale del circolo» essendo in questa guisa determinate, si può 
concludere che nessuno altro circolo potrà passare fra la. cur- 
va proposta e quello che è determinato per questi valori 
delle aj b^ €, Infatti acciò W altra* curva qualunque riferita 
alle coordinate r ed 5 , e rappresentata per Y equazione 
^ssfr, possa passare fra la curva ed il circolo di cui si 

tratta 9 



xgg ANALISI DERIVATA 

traU4, bisogna che si abbia (fxz=sfx z=zy , -^ — -^ = 

Ora 8c questa curva è un circolo, prendendo le quantità 
g ,h, k invece delle a, hy e ^ s' avrà per 9^ , -^ , -^^ fc 

Stesse espressioni avute per Fx , -- — » -7-;^ , col solo sosti- 

tuirvi g ^h ^ k in luogo di b^ b ^ ù{ cfùnque le tre equazioni 
che si avranno per la deteroiinazione di g^b e k, saranno 
necessarianaente quelle stesse , per le quali si è determinato 
Uy by e; dunque i valori di g^ h ^ i saranno necessariamente 
ì medesimi 9 che quelli di a, ^, e, ; e per conseguenza il nuo« 
vo circolo che dovrebbf passare fra la curva ed il circolo di 
già determinato, coinciderà con questo. 

Dunque questo circolo avrà relàtivanoente ai cìlfèoli la me- 
^desima proprietà, che ha la.taogenica riguardo deUe linee rett^: 
Ad un tal circolo danno i Geometri il nome di Circolo osculg^ 

tore di cur atura , perchè serve a onisurare la curvatura di 

.1. 

una curva . ~ 

• • • 

La quantità e è il raggio di questo ciccolo, che si chiama 
semplicemente raggio di curvatura, e le quantità a, b sono le 
coordinate della curva, la quale sarà il luogo di tutti t 
centra, di questi circoli appartenenti ai diversi punti della cut« 
va toccata . 



m \ ■ mmmmmmmmm 



PAR 



CALCOLO DIFFERENZIALE E INTEGRALE. 199 



PARTE SECONDA 



Calcolo integrale 



I 



§• 30. Il calcolo integrale è l'inverso del differenziale: In que* 
sto si cercano i differenziali delle funzioni ed equazioni variai 
bili p ed in quello dalla cognizione dei differenziali si vuol 
dedurre le funzioni i o T equazioni dalle quali possono essere 
stati ricavati • 

Il calcolo differenziale dipende dall' Analisi inversa delle 
funzioni analitiche , anzi non ne è in sostanza che la mede* 
sima cosa. Si chiama integrale quella funzione dalla quale per 
mezzo della differenziazione si deriva un differenziale , e T o^t 
perazione che deve farsi per dedurre da un differenziale il 

suo integrale | s* indica per la lettera / . Si dà poi il nome d' ii 

tegrale primo ^ secondo , ec. n«»"o , alla funzione , sopra la. 
quale sì deve fare una , due , ec. n operazioni di differenzia- 
zione per avere un differenziale proposto; e bordine deli' 
integrale si nota per mezzo d' un' indice posto nel luogo 

de^^li esponenti alla lettera o al segno / • 

Abbiamo detto al $. i. che il differenziale n^^^^^ di una 
qualunque funzione 9 è eguale alla sua derivata dello stesso 
ordine moltiplicata per dx'^ i dunque data una espressione diffe- 

ren- 



ine 
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renziale ?Jjc« , se questa si dividerà per dx^ , s^avrà una 

quantità — — = P , che rappresenterà la derivata tì«»*«» della 
funzione 9, dalla quale quel differenziale si considera dedotto^ 

sarà cioè P ss: d^ -^ e perciò p = D'^ •^ . Per avere adun* 
que questa funzione 9 , che e ¥ integrale n^^ di Fdx^ cioè 
ip ssz f Pdx^ , non s'avrà a fare akro che prendere la deri- 

vatrice n»*"»* di P^ dunque per avere T integrale n«^«>« di uaa 
qualunque differenziale Pdx'' , %\ prenderà la derivatrice n«««* 
di Pdx^ senaa avere alcun riguardo al dx^ 9 o considerando 
dx'^ costante , e si dividerà per la stessa dxP^ il; risultato di 

quella operazione : Sarà cosi f" Pdx^ =3 D' 

j " Pdoc^ = Z?** --^ , Il dx ncir espressione fzdx non bi- 
sogna riguardarlo che come un* indice:» il quale ci dice 
rapporto a qual variabile deve farsi Tintegraziode , e che 

è destinato a sparire ajfatto daU' espressione ftdx » ad ope« 

fazione finita i di modo che A Jx deve considerars» come una 
funzione di x , la .quale non wntienc in modo alcuno dx ; qualun- 
que operazione adunque si faccia sopra fzdx^ questa non può 

mai affettare dx . 

Da ciò, che si è detto qui sopra, si vede che potremo ap. 
plicare parola a parola, all'integrazione delle funzioni, tutto 
quanto si trova nell' Art. Vili, ai $J. 31., 32., dimostrato per 

lav 
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la ricerca delle derivatrici delle funzioni derivate $ pure non 
vi avendo alctm riguardo sarà facile esporre i priacrpj fonda« 
mentali del calcolo integrale con$idera!U> in rapporto diretta* 
mente al calcolo differenziale • 

$•31. Incomineiamo a parlare degl' integrali delle funzioni 
differenziali é 

Se una quantità, delta quale se ne diosanda l'integrale, fos« 
se sotto i simboli della differenziazione , si potrebbe subito 

trovare l'integrale: Cosi della quantità — ^ dx^ s'avrà l'in* 

tegrale primo rappresentato da ^ Jx^-'; il suo integrale se- 

dx^'* 

condo da — -^.ix*"», ed in generale U suo integrale m**'"** 

da dx^'^ ^ nella qual formofa fificendo m^ss^n si ha 

r integrale n««»n» di Lix** espresso, per , dx^ zsz z • 

dx^ dx^ 

Ma se la funzione da integrarsi noni è sotto i irìmboli della' 
differenziazione, noii^i p^ò in geaerale '^vernie rimegrale 
che espresso per serie. 

Il Teorema di TAy(.pR dato al S* .^* ^^ somministra il 
metodo per questa ricerca . Se infatti nella formola di quel 
Teorema si fa prima x^izo, e quindi òs^x^ avre4Bia 

d(p x^ d^<p 

X . T^ ■ ■ • I. 



facendo nelle funzioni ^ » — ^ , ec. a differenziazioni ese< 

dx dx 

guite Jc = oj questa sarà la serie ^ che esprìme lo sviluppò 

di una funzione qualunque ^{x) per le potenze di ^. Se 

G e dun« 
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dunque si vorrà T integrale m^^^ di una dififereozialc Pdx^ i 
nella quale P è fuoziope dau di x, si comincierà dal facis 

/"'" Pdx'^ s£ 9 equazione , la quale diflFcrcnzìata m volte è di« 

visa per dx^^ darà ( si suppone m ^n) Pdo^'^ ss — Z ; 

Se di quest* ultima equazione prendiamo successivamente 
i differenziali, avremo 

Jm^ìQ jp Jm+2(n , ^ d^P 

^ ^ = dx'^'^ . .ZL. , ^ jL s=5 ^a:«-« • — — , ec. 

^x'»H-« dx dX'^^* dx^ 

Si faccia ora ^ =: o nelle espressioni ottenute ^er m,^ , 

dx'^ 

^ f ec. Saranno conosciuti così i coefficienti delle dìvern 

se potenze della x^ nella serie qui sopra trovata, cominciane 
do però dal tèrmine ( ^ -H ì )^^^^ • I coefficienti delle potenze 
delia X tnferipri alla m^"'»^ , non essendo dati dalle equazioni 
superiori, rimarranno indeterminati, e se noi gli rappresentia- 
mo per ^1-4% ce. A^^ avremo 

V 2.)..../7i dx 

— = — : . -^-^ -4- ec. li/x»-« 



dP d^P 

facendo^ s=o in '^ì "jtìì w. ad operazione di differetr- 

zìazione eseguita. 

Il valore adunque dell' integrale cercato sarà dato per una 
serie , che in generale sarà composta d' Un numero infinito di 
termini , e conterrà un numero di costanti arbitrarie A\ A^\ 
A^\ ce. ilW eguale all'ordine dell' integrale . 
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S* 32. Si dà lètiome di iutegrjCile completo all' iategralc che €on^ 
tiene un numero di costanti arbitrane eguale al di lui ordine ;- 
mentre si chiamano particolari quegli integrali, sei quali npa 
i il prescritto numero di costanti arbitrarie . 

Che gì' integrali poi delle funzioni differenziali' contengano 
o possano in generale contenere delle eostanti arbitrarie , sì 
j>uò anche dedurre dalla Teoria .della differenziazione • 

Se <p è una funzione di i^c ; ed ^tf una costante arbitraria, 

il differenziale primo della (p medesima e "^f^^y ed egual- 

mente il differenziale primo di ^^A e lo 'Stesso '^ dx : 
Dunque data una differenziale de) primo ottline Pàx\ il suo in* 

tegrale primo può indicarsi o da f Pdx ovV/Cro^da , I Pdx-<{^A ^ 

essendo A una quantità, che non è slssoggéttatJi ad altra con« 
dizione che a^ quella d* essere indipendente dalla variabile 
rapporto alla quale s^ integra: è perciò costante riguardo ad 
essa ^ e siccome niente ci determina il valore di questa €o« 
stante in conseguenza essa è arbitraria • 

Nella stessa guisa tanto 9» che 9-H^x-t-'ff conducono 

allo stesso differenziale jdej secoodo iirdioe .iJl dx^- : Dùnque 

dx^ 

data una differenziale del secondo ordine Pdx"^ ^ W sua inte« 
graie sarà tanto / Wx^, che / ^jP^/jc* -4- -^J^^-rjh ^ essendo 

A ^ B due costanti arbitrarie ; continuando lo stesjio ragiona- 
mento sì vede che l'integrale n««"«no di una differenzialo Pix«. 

sarà in generale rappresentato da i^Bdo^r^Ax^'lf^B^"^;^ 

C e !^ •• • H- 
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.5{H-K«rHh-Wf csscnda A^ B-^ ce. N^M urt tìutmro n di 
costa bti àrbiil'arie # 

$. )^, Le differenziali delle funzióni a più variabili si trat» 
tano egualmente che quelle ad una sola variabile } Se per 
esempio si cercasse V integrale ( ifi^ n )«««•. completo dclU 
differenziale Vàx^dy^,^ cioè qucjla > funzione di .x ,e di ^, la 
quale differenziata I» voite rappprto ad ^^ ed n vpit» rappòr^ 
io ad X; rendesse Pdx^dy^^ sì qomin^erebb^ ^ cercare ViateA 
graie n«««o completo di Pdo^'^ rapporto ad jf. In questa prima 
operazione si riguarderebbe y costante , e la forma di questo 

integrale sarebbe /^"/^4*^ ^ wf:««-« ^Bx»-^ -H • . .^^Nx^M^ 

nella quale .;{<\ i^^eo» avrebbero le quantità costanti rapporto 
ad X , rilasciate al nostro arbitrio . Per queste quantità si possono 
prendere adunque delle funiiòpi arbitrarie della y. Ottenuto 
questo primo risultato, che sarà una funzione di x e di y si 
moltiplicherà pct^Jy*^ ji; t^ ne. prenderà l'integrale m«*>">^ ^ap» 
porto adj^i rigii^rcfandp x costante. Questa seconda operai 
auene intred^ffjà.ua numero m di quantità iqdipendeoti da yy 
o costanti rapporto ad essa ,• Queste adunque potranno essere 
altrettante funzioni arbitrarie di x ; Cosi 1* integrale [m+hY^^ 

completo di Fdx^ /fy«, cioè l'effettiva espressione C^^'^Pdx^dy'^ 

conterrà un numero i^i -4-» di funzioni arbitrarie , le une co-* 
stanti rapporto ad y, e le altre costanti rapporto ad x. 
Noi' avventiamo ancora qui che nell' espressione 

/ '^'^^ÌPdx^dy^ non bisogna considerare /ix», dy^ che come 

due indici , esprimenti da quante differenziazioni rapporto ad x 
6 da^àlfte rapportiti té y deve cònsidcrACSi derivata la quan- 
* . tità 
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• Essi sono due quantità destinate a sva^ 

nire a operazione eseguita , t iA'^dé^oAò considerare come ooo 

contenute neir espressione 1 ^'^^Fdx^'dy^^. 

$• 34. Da Una equaziòil^e alle differenziali delP ordine n si 
può per mezzo delfa differenziazione dedurre un* equazione 
che contenga le differenziali dell* ordine le -*H i $ da questa un' 
akra alle diffèretifisiali delt* ordine ^ -f-* 1 '»^ t così di Seguito» 
Tutte queste eqiazfòni^'^aranna'" equazioni 'dtferentiali ed in» 
tegrali le une a riguardo deHe altre : Così l'equazione aHé 
differ enziaii dell' ordina ix H-^ 4 Sarà la differenziale seconda 
dell'equazione dell' ordine if , dalla quale è stata dedotta^ e 
quella stessa equazióne deir ordine ti -H a sarà l'integrale 
seitondo dell* equazione dell' ordrne » <*^ 4 9 chd per mezzo 
di due differenztazioAi da essa si può dedurre. Sì chia* 
mano equazioni integrali compfete quando queste contengono 
o delk costanti arbitrarie, o delle funzioni arbitrarie di più 
che r equazioni di cui esse sono gì' integrali • Il numero di 
queste costanti e di queste funzioni dipende dal .numero 
delle costanti e delle funzioni , che si possono fare svanire da 
una certa equazione per mezzo delle di lei equazioni differen. 
ziali • Vedremo tutto chiaramente nel %. seguente. 

Egualmente che per le funzioni non si ha aleuti metodo 
ger erale , se si eccettua quello delle serie datoci dal Teorema 
di Taylor ^ per avere V integrali dell' equazioni differenziali • 
S*. hanno soltanto dei metodi particolari , e degli artifìzi d' a< 
naiisi , applicabili soltanto a certe classi particolari di funzio^ 
Vii e di equazioni differenziali ; ma di questi non è nostro 
scopo trattare • 
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Le equazioni nelle quali le differeozìali della variabile, che 
si considera funzione delle altre , non sono - elevate a potenze 
maggiori del T unità , si ohiattano equazioni Imarii Quesu 

• • • 

classe d' equazioni è la sola $ per la quale esistono dei metodi 
generali per averne gì' integrali • '^r.^iq?- 

Io ne ho estesamente parlato {a) altrove , e credo d' aver 
lasciato poco a desiderare su questo punto • 

$. 3f. Per quanto oon si.possarin generale trovare l'integra- 
le di utia qualunque equaziooe differenziale ,pur« si conoscono 
certe relazioni , che possono esistere fra le «^«quazioni difiEeren- 
2ÌaU conosciute , e le equazioni integrali incognite • Co4i aven* 
do dimostrato al §« i^:. che una equazione differenziale fra 
due variabili x « y deU' ordina n può . considerarsi come il 
multato dell' eliminazione .di n costanti/arbitrarie da uoa 
equazione fra le variabili x ^ y ^ per mezzo delle di lei 
equazioni differenziali prima ^ seconda, ec. fi«ùma ^ 3^ cede» 
duce che un' equazione fra due variabili alle differenze n^"^ 
può avere sempre per integrale n«»"»> un* equazione fra le 
stesse variabili ed n costanti arbitrarie ^ o sL può concepire 
esistere in natura un'equazione fra oc;, y^ ed n costanti, la 
quale differenziata n volte renda per Teliminazionb di quelu 
le costanti la differenziale proposta . Questo integrale n**'"^ 
si chiama completo , egualmente che per le funzioni differen* 
zialì (|« sa*)) se contiene quelle n costanti arbitrarie* 

I ■ 

Dun 



(a) Calcolo integrale delle equazioni lineari s Firenze presso Pietro 
Allegrini 1798* 
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Dunque V integrale di un certo ordine di una equasione 
differeniiait pel" essere completo deve cot^tenere tante costanti 
arbitrarie, quante unità ha il di lui ordine; dando poi dei 
valori particolari a quelle costanti un* integrale completo ci 
dà tanti diversi integrali » che si chiamano particolari , quante 
sono le supposizioni diverse , che si possono fare sopra i valori 
di quelle costanti medesime. 

Nella medesima maniera ($. I9<>34«) un' equazione a diffe* 
renze parziali di un ordine n fra tre variabili x^y^Zf delle 
quali una per esempio z h considerata funzione delle altre 
due , ha per integrale completo n*'^*"^ un' equazione fra 



X ^ y ^ z ed ^"-^0(^^-2 ) _^ ^ costanti ; queste sono ar-i 

2-» 

bitrarie , poiché dau un* equazione differenziale » niente è pre< 
scritto sopra la natura delle costanti , che deve avere Tinte* 
graie « Avvertiamo anche una volta che le costaàti arbitrarie 
possono essere funzioni di quantità variabili , le di cui diffe- 
renziali non si ritrovino kieil' equazione proposta. 

Egualmente l'integrale completo . n*"»® d' un* equazione a. 
differenze parziali dell' ordine n"»«o fra quattro^ variabili deve 



per essere tale contenere = — i costanti 

aihitratrie e così di seguito. 

<;^kiesti diversi Teoremi però suppongono che in un' equa- 
zione a difleredze parziali di un certo ordine , si trovino tutte 
le differenziali parziali , che a queir ordine convengono : Co&i 
per il secondo ordine essi suppongono che in un* equazio^ 
se fra tre variabili si ritrovino i termini ^ che contengano 

C^)'(li^ )'(■$)' ''°" ^' *^'^ "°" ""^'^"° 

veri 
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veri in generale • Sopra questo e sopra tltre ostttvwpm h* 
teressaDti ci . occupcreoio nella mcmocia sopra ciucè ( An%^ 

Vili §19)- ^ 

$. 36. GrìDCegrali dell' equaaioni differeozìali a più varuu' 

bili possono ^Dche contenere ( S* 34' ) ^^1'^ funziooi arbitra- 
rie, che non si ritrovino nelle equazioni differenziali medesì» 
me • Da ciò che abbiamo detto al $; aa si ricava che una 
equajzione fra tre variabili a differenze parziali del primo or« 
dine, può avejpe.pcr integrale un* equazione fra le stesse va* 
riabili ed una funzione arbitraria <pp ,- per esemjMo , di una 
quantità p finzione determinata delle medetsime ; Una caie' 
equazione si chiama ancora essa integrai completa : Così rio-' 
tegrale completo d' un' equazione a differenziali parziali fra tré 
variabili o può contenere ^ue costanti arbitràrie , o una fun^ 
zione arbitraria • Come contenendo esso due costanti arbitrarie 
si possa trasformare in un altro 9 che cooteng»^ una fiinzione» 
si può vedere ai ciciito $. ao« 

L' istesso Teorensa ha .luogo per le equazioni differenziali 
parziali del primo ordine fra un numero qualunque ài variai 
bilij il di loro integrale completo può contéhere o deHe co< 
stanti arbitrarie , o una funzione arbitraria di quantità , che 
sono esse medeiìime funzf<^ni determinate delle stesse variabili: 
Si veda per questo la seconda parte dell' Articolo antecedente . 

$. 37. Siccome un' equazione ( §• 10. ) differenziale dell' or« 
dine n fra due variabili x,y ha un numero n d' equazioni dif* 
ferenziali dell' ordine n — i contenenti ciascuna una costante 
di più che essa , da ognuna delie quali può essere questa 
stessa dedotta per l'eliminazione della costante , quindi è che 
un' equazione differenziale dell' ordine n*»»"»© avrà (§.34.) un 
numero n d'integrali completi del primo ordine. 

Ap» 
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Apparteaendo tutti questi integrali completi alla stessa' re* 

iaziooe di variabìK , qualunque combinazione , che si vorrà fare 

dei medesimi integrati t v^ apparterrà egualmente; così se da 

queste n equazioni integrali del primo ordine s'eliminano le 

finzioni differenziali -^, -r-^> • . • . — !t!l, s^avrà un'equa- 

zione , che non conterrà che ^ , y e quelle n costanti arbitrah 
rìe : Questa sarà l'integrale completo ( $• }4. ) della diffcrecu 
ziale proposta* 

Si potranno vedere altri Teoremi interessanti e nuovi riguarda 
agl'integrali dell* equazioni in uaa mia memoria, che si troverà 
inserita nel tomo dell' Accademia delle Scienze di Torino , 
che è per sortire alla luce in questo anno • 

§• 38. Un* equazione y=io fra * ,y e —^ ha per inte- 
grale completo una equazione in x^y ed una costante arbitra^ 
riaj o una quantità arbitraria indipendente da x.y . Sia la 
forma di questo integrale <f)( at, jr, a ) =r o , ovvero 9 s=: o 
indicando per 9 una funzione determinata di x ^ y , a . Dando 
itti valori particolari ad a tutti indipendenti da x si hanno ^ 
come si è detto sopra « altrettanti integrali particolari di quella 
equazione differenziale Vz=zo\ così potendo dare ad a infiniti 
Valori s' avranno infinite relazioni particolari « che soddisfaranno 
alla proposta. Per quanto tutte queste relazioni possano essere 
diverse I pure esse dipendono da una supposizione comune, 
cici che t valori particolari di a> da cui lisultaao, siano co;# 
Stanti o indipendenti da » e da y • 

Ora è facile concepire che se si facesse a variabile « o fun« 
«ione di jr e di y, ma neHo stesso tempo questa funzione 
fosse tale , che nel differenziare 4) =r o i termini che la f ariabi* 



«••%- 
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lità di a introduce ^ da %t medesimi andassero a zero ^ zMctt 
ì\ risultato deir eliminazione di a uà le due equazioni 9 = 
e //9=£0 sarebbe la stessa equazione Vz=zq , come se a fosse 
stata costante. Sostituendo in 4psz:o per a una tal funzione,. 
s'avrÀ una nuova relazione fra le variabili , che soddisfarà all'. 
equazione differenziale r=:o, e cke perciò sarà ancora essa 
uA di lei integrale. 

Questa nuova relazione di variabili » o questo nuovo inte- 
grale , sarà diverso dagli altri , in quanto che quelli dipendo^ 
no dal dare ad a dei valori costami , e questo dal dare ad 
a tin valore variabile : Egli pef ciò si chiama , non integrale 
particolare come gli altri , ma soluzione particolare • 

La condizione, dalla quale dipendono le soluzioni particdari, 
ci dà il mezzo di ritrovarle , se esse esistono : Infatti differea* 
piando la forma generale dell* integrale 9(x,^,fl') ssò, sup» 
ponendo « variabile, s'avrà 

-r^ dx -h —- dy + -^ da:=^ o , 
dx * dy '^ da ' - , 

la quale, se a è tale che -^da sia riullo 1dai se medesimo; 
6Ì riduce alP equazione ~^dx -H~/?y errò, che è la diffc* 

(tx ùy 

renziale delP integrale come se a fosse stato costante. Di j 
questa differenziale e dall' equazione (p(5C|y|W) = o eliflQÌnaa-; 
do a si ha la proposta f^=:o. L'equazione, che abbiamo 

per determinare ^,è dunque -—dazz^o^ la quale si decora 

.pone aelle due-^=z:0| daz=:o^ 

da ' 



Ora 
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Ora tutti i valori óì a , tkt soddisfaranào ad alcuna di 
^iiYcnite 'equazioni , ci daranno , sostituiti in 9(jr,.y\a) =:o , 
delle relazioni in ji: e ^^ che saranno tante equazioni integrali 
della proposta F=:o. All'equazione Ja = o soddisfa qun* 
lonque valore si preoda per a, purché sia indipendente da oi 
ed y , o costante riguardo ad esse ; così essendo infiniti i va) 
lori, che godono di questa condizione,, si potranno avere ìtt^ 
finita relazioni^ che esprimeranno altrettante eq^uaziont inte« 
grali della proposta : Queste sono gK integrali particolari dei 
filali ^i h parlato. 

•r 

Il prioK) paembro dell* altra equazione --jL^so è evidenfc^ 

tnente una fiinz»of)« conosciuta di x.y^ td a: S'avranno dunque 
•da questa equazione uno, o pie valori per a espressi in x ci 
y. Ciascuno di questi VaJbri sostituito in (p(^x^yja) zizo ci 
dà una nuova relazione in ;ir ed y, che è un nuovo integraJiC 
detta proposta r> queste sono le soluzioni particolarì della dif« 
ftrenziale Vtszo-m, 

^ 39 Fìa' ora tfon^ abbiamo patTato die ixfeM' integrazione 

dell', equazioni differenziali (ra due variabili, e di' quelle che 
si chiamano a differenze parziali , e che sono m conseguenza 
fra un numero maggiore di variabili, delle quali juòa si consi* 

.dera come funzione di. tutte le altre. ^ ' • 

Da una -equazione (^=:o (ra Nre variabiti x^y^Zt noti so^o 
si possono dedurre (%.t2.y due altre- equazioni a differenze 
parziali, che abbiano luogo insieme. con essa, ma ancora uf\' 

^ equazione differenziale cotale della lorma Fdx+Qdy-\'Jldzr:zo : 
Coi come quella equazione <pz=zO sì considera T integrale 
dell' equazioni a differenze parziali ^ che da essa si deducono « 
si riguarda anche 9 =;:= o come T integrale deli' equazione totale 

Dd^ Pd^ 
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Proposta yo* equazione differenziale P^x -H jQiy -f- JSi^S =s • 
flcciò questa possa prendersi per uà' equazione differenziale 
totale d* un' equazione <]) = o, affinchè cioè essa possa esistere 
nello stesso tempo che un* equazione 4ftszo% dalla quale di« 
|)enda per la differenziazione, conviene che fra P^Xl^ R ab- 
biano luogo ( $. io. ) le condizioni 

(f) = (#).(■§) = (l).(f ) = (-!)' 

e quando queste condizioni si verificano , siamo assicurati che 
esiste tu natura un'equazione c|) = o fra le variabili *,/, ; 
che è r integrale della differenziale proposta. Se quelle condì- 
d:ioni non sussistono ^ uon esiste in generale un' equazione 
^ssOi che possa rappresentare T integrale delia proposu. Ho 
detto in generale , poiché vi è un caso estesissimo nel quale 
questa conseguenza non ha luogo : Eccolo • 

Proposta questa equazione differenziale Pdx^Qdy^RdzrzOt 
si osservi se fra P^ il^ R hanno luogo le relazioni sopra 
espresse; e se ciò non sia, si moltiplichi tutta T equazione per 
lina quantità indeterminata M funzione delie variabili x^y^v 
Avremo allofH 

(i) MPdx -f- MQdy H- MRdz =s 05 

ed è evidente che sarà lo stesso T integrale dell' equazione (1) 
e quello della proposta • Ora esaminiamo quale relazione deve 
sussistere fra P^il^R affinchè si possa trovare per Jlf uà 
fattore » che renda la proposta differenziale una differenziale to« 
tale d' un equazione 9 s= o • Supposto che il fattore M abbia 
una tale proprietà > avremo fra i tre coefficicmi JlfiP 9 Afj^i 
MR I queste tre equazioni 

■ 
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/d_m\ ^»i.^d..m \ , 



«tv 

]e quali,, eseguendo le differenziationj,- ^IveircanflO 



Moltiplrcandò la prima di quéste eqtiazibiii per K, la seccnrdu 
per ^9 la terza per P ed aggiungerdbìe tutte fnsieme^ 
dopo avere scànceliato ciò che si distrugge » % divisi .tutti 
i termiqi deir equaziooe per M^ avremo 

eqoazFone di condizione fra P, jg,, 2t, cFie deve aver Tuogi? 
acciò la differenziale proposta moltiplicata per un fattore HÌ 
possa divenire una differenziale, totale • 

L' equazione (£) ^ stata» data la prinu volta da Giovanni 
Bernulei neHa' sua memoria sopra le Troicttofie r La di> 
«estrazione qu! esposta si deve a CousiN. 

$. 40. Quando una data equazione differenzrafe P Jìc -(^ 
Qày -(- Ràxt = o » per non aver luogo Te superiori equazioni 
4i ccudùioACi chiiuxuue anche crìttn d' integrabile ^ non è» 

Dà 3 n« 
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ne può per la moltiplicazione di Jan ^fa/tcore divenire unsf diffej 
renziale totale , allora non cshte ' hi datura uni relazione fra 
tre variabili x^y^z t espressa dk onàsola équiijcione, 9 = 0, 
che ne possa rappresentare Trntegirsrle: Ma Una tale equazioae 
dififcrcnziale Pdx -H Qdy H- ^ìi'^^sst ó ,: che. boa i soddisfa ai 
criteri d* integrabilità , k ella assuMa | ' ovverò espriaie qualche 
cosa di reale nello spatio? " ' -• * ■ - * 

Il Marchese di CoNDOR^BT è il jprimo^ chef »bbia |Conoscia« 
to in tutta l'estensione (iij 1a^ realU di queste «qutizioni, ed 

abbia spie^to cosa t9st rijo^ficano • 

V iih .• ' s .■ . . ' Le 




Cà) Ecco co«a dicie a questo riguardo -41 XltQtf^tfz <S!ovDpiicsT» 

Dair assurditq, d un\ equazione differenziale non abbiamo alcun dritto 
<f£ concludere V inpossibilità del problema^ che ti corrisp6ndt\ poiché 
in generale ciò può solo significare che il problema i iride terminato^ 
e che bisogna avere antora ima nuova équàiXont ; >òi)Vì!ro\ sé 'la prò» 
posta è d^un ordine -tuptriort senza alcuna differenziale costante , cAc 
bisogna avere un* equazione sempre patibile fra una dellB variabili 
ed uri altra quantità qualunque « de cui la differenziale sia costante ^ e 
che non si iróVa nella preposta * ' 

£ssai8 d'Analyse par M. Le Marqufs de Condorcet , Fréfàce pag» 
XX. a Paris de T Imprimerie de Didot 1768. 

E più chiaramente s* esprim-e in' questa guisa: Ciò the io ho detto fin 
tjuì , Signore , non può quasi interessare che quelli , i quali amano 
T Anelisi per sé medesima , -ed U di cui spirito si compiace, di contem- 
piare delle verità comunque aride ed inutili che sembrino esser je i ma 
la riflessione seguente può essere della più grande .utilità^ allorché si 
tratta d' applicare dei calcoli astratti a dei casi reali e determinati . 
Le equazioni differenziali , che si chiamano assurde , non anno uri in» 
tegrale ; ma il problema ove s' incontrano , è egli necessariamente in* 
possibile? Io prendo in principìc uri equ^zime assurda del prima ordi- 
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Le Memorie dell' Accademia delle Scienze di Parigi delP 
anno 1784.; quelle della Società Italiana i79ì*^ contehgòtid 

delle 



nt fta trt''nari£djili : E chiaro che alcuna superficie curva non sod» 
d^sfa 41 problema , e che perciò , in questo senso , il problema non ha 
soluzione; ma si può considerare questa equazione come rappresertm 
tante una curva a doppia curvatura , una proiezione della quale è ar* 
bitràrìa : In questo senso il pro'blertia è possibile , ed ha anzi un' infinità 
di soluzioni , Bisogna cercare nelle sue condizioni un mezzo di deter* 
minare la proiezione arbitraria ; ed allora il luogo del problema sarà 
ini diiridro , di cui questa curva a doppia curvatura satà la base : Se 
dunque cercando la figura d' .u^ cctpo^ si giunge ud .una tale equa- 
zione • non bisognerà concluderne che un tal corpo non può esistere 
in naturai ^ .che U supposizióni che sì sofìo Sfatte siano' false . Io pren» 
do in seguito un equazione assurda dH un ordine superiore fra due va- 
riabili ^ nella quale alcMà differenziale non sia stata supposta tostane 
te i e può accadere 9 o che si abbia per le condizioni del problema uii 
altra eqitaiiibne in x *if t z^ ài' cui la differenziale dz sia costante ,• allora 
$* avrà x^ in,^z \y in a , ed x in y ^ di modo che il luogo del problem 
ma sarà una curva: ovvero l equazione rappresenterà t intersezione di 
ijlue curve. S avrà allora urf altra equazione in x^ y^ che bisognerà riCa^ 
ivare dàlie tondiziont del problema ; e se si cerca la curva che termina un 
corpo , e a ciascun punto della quale s' esercita una forza , o che abbia 
qualche condizione jsirnile y questo corpo sarà allora ter Minato per un pò* 
Vigono^ e le forze non affetteranno che i punti ^ i quali appartengono agli 
angeli . Si'pòtìànno fare dei simili ragionamenti per le altre equazio^ 
ni assurde . . , ^ . 

...,••.-■. * 

Le Marqois de Conborcet a M» d'Alambert, sur le sistcme du 
Monde et sur le Calcul integrai m a Paris de 1* Imprimerie de Didot 
an. 1768. 

* 

Ho riportato questi passi dell' opere di CoNDORCET , perchè non 
pare che ne abbiano avuto alcuna notizia i Geometri , che hanno trat« 
tato dell' integrabilità delle equazioni dette assurde . 
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delle aotuie e degli sviluppi interessanti sopra questa m 
cerca • 

La natura di quest* opera non permette che ci occupiaoie 
di più del calcolo integrale: Trattando, in un'articolo a parte 
di questo libro , del calcok) differenziale ed integrale | non av^ 
vamo per oggetto che dedurne ì princip} dalla rigorosa Teoria 
deir Analisi derivata: Ci siamo non ostante tnahrati in qual< 
che dettaglio per alcune vedute particolari, 6hc riguardano le 
nostre pubbliche lezioni^ 

i. 41. Perciò che riguarda le diffecenaiali d^un ordine ne* 
gativo, e quelle d'un ordine fratto, la cosa passa egualmeate 
che per le derivate dell'Articolo antecedente. 

Abbiamo veduto (Art, VUL S. 40. 1 che /i " L s= D" >^ • 

m 

Ora essendo -.-. indenticamente lo slesso che < ^>» JL , come 

si è detto al §. a.; e similmente essendo i%. 30*) T espressioni 
ne / '^zdx^ indentica con JD» ^^-^ , avremo in' conseguenza 

. =: / zdx'^^ cioè a dire: 1 diferenziaii dr'" Jtun ardU 

dxr-'^ J 

• ■ 

ne negativo sqw la Siena cem the gf integrigli f^ dello stessù w^ 

■ . ■ • r » 

• • . . . . t 

dine ma positivo: Cosi potremo cangiare. ^t uni negli altri « 
Se avremo adunque un' espressione differenziale ^*-Ì que- 

Sta sarà una vc*a e^ressione dìflercnzJale quando n {> »/, 

sarà la stessa z, se n:=:m, e sarà un'espressione integrale 
se w <J >« • 



I di. 
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I differeoiiali poi d'ordioe (ratto (d) sono aisolutamcntè 
quantità immaginarie, ed un problema che conduce ad un. ri^ 
sultato imbarascato da differenziali di questo ordine è impose 
•ibile a risolversi , e ciò che vi si ricerca òon può esistere 
in natura (A) • Tutto questo dipende da quantd abbiamo. dL 
mostrato ( Art. VIIL $. 40. ) per le derivate ad indice fratto» 
che sono indenticamente la stessa cosa che i rapporti differea4 
ziaU •, ' , 

Coà, sarebbe ìapossibile interpolare una serie i termini del« 
la quale contenessero delle espressioni differenziali ò integrali 
d'tin ordine dipendente dali* indice del termine» nel. quale 
questi si trovano , e questa dipendenza fosse tale, che facen* 
do r indice fratto , divenisse fratto ancora V ordine di quei 
differenziali o integrali. Per esempio è una ricerca, cui non 
fniò spddisfarsi, quella d'interpolare la serie, che rappresenta 
il Teoreoia di Taylor ; ma parleremo estesamente di tutto 
fuesto in altra occasione • 

FINB. 



(a) Lbibmtzio ha creduto che le differenziali d' ordine fratto foner. 
quantità reali , e che potessero esprinersi o per le potenze fratte dell* 
ordttìtrìe differenziali , o per serie infinite .- ( Leibniz , et Joan. 
BeRVOVl: Commerciiim Fhiloso£ , et Matheoii Tom. z. Epis. XX. 
jpag. 107 ). 

(6) E' inutile avvertire chp egualmente immaginarie sono quelle 
diiFerenziali 9 il cui ordine è un numero irrazionale « Questa Osser* 
Yazione ^ippartiene ancora a quei sistemi di derivate ^ nei quali sono 
jninsgiaarte le derivate ad iodict G:attt» 



» * • 

'^Paiirk'^-i IftiM i9 ^tva téggeu debba » ?• 55 , /. i< €re« 
metrica 'tég. Ariemctica » /^. 36 $ /. 9 s'ottenga /pgf. s'^iten^ 
ganò »# ^. 46S & f^ tati risultati ec. ee. xlerivaaione hg. corse 
pil" éi. rf'^y^ Jr^Yr^'^ ^*^* espressioni V che eseguendo sopra 
di esse 1^ operazióne preacritta . dalla leggo di dtrivaaion« 
M f . é^ , /; a8 ii fca i^. «i barino « ^. 66, /. 14 si ha kg. « 

hanno » f. 71 f l. 6 svi campo leg. subito v p. 8oy A«^ 

. . . , ■ '■> 



1 «« ■ ^ * 



w ^, SU, /. 24 J-- /iP£. Ji i# p. ftg, Z. 19 afive Z?^* devono 
>* f. 104, /. 14 s'otterrà Jegs s'otterranno >> p. itZf h a« 

averemmo- /?^. avremmo »> p. ii6, /• 3 ^^ l^g.d-^tìp. 119Ì 

invece delle linee- 1 5 ^t. 20 leggete • Questa formola ci £a vedere 
come le derivate di una quakinqùeifunzione entrano nella serici 
. che forma Io sviluppo delta detta funaione »>/?• ii9)^« 25 sul campo 
leg. immediatamente ^ p. xz^^L 6 rappresenta leg. rappresentano 
*^ P' 125 , /. 21 si ha sui campo leg, si hanno subito *> p, izt , 
/• 27 si possa kg. si possano j*'/. ijt i i^.- 20 servirà /^^. ba* 

sterà ^ p. 44)) i.>6,i''3 •?« ieg. à^'^M^ » p. 1461/. iz d' ar 
restare leg. di terminare w /^. 14;^ | /. 16 — -i-J;<:« leg. jLìIx'' 

' . ■ ' dx dx^ 

» p. 15-9 , /• 13 dxdyzsa kg. dxdy.-{f » . p. 170, /. 19 per 



kg, come »> jp. 174, /. i.Jl{-^) k£- Q{:^) -jp » S' 

174, 



^\ 



J74, '• 4 (> -^ leg. 9-p-%- »' ^ 174. /. 6 j^ /f^. ily f^ 

p> p. 1789 A 3 si sostituisce /e^. si sostituiscono h p. 129 , 
/. 13 si potrebbe /^^. si potrebbero m /;• 184, 2. 9 coatau 
leg. presa » Z'* 199» ^ 5 si vuol /^^. si vogliono. 

Avvirtìmeìito 

Al scanso d* equivoco s'avverte che in tutta quest'opera i 
prodotti come per es. (^a']rb){a'\^zb){a'^ib){a^^b) ce. sono 
anche scritti coòì aH-^.^+:?i'.«4-3Ì.a-i-4^. ec. 
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